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2 STE´PHANE LOISEL
Introduction
Ce document pre´sente une synthe`se de mes travaux sur des proble´ma-
tiques de mathe´matiques applique´es a` l’actuariat. La the´orie du risque,
e´galement appele´e the´orie de la ruine, concerne d’une manie`re ge´ne´rale
l’e´valuation de probabilite´s de re´alisations d’e´ve´nements de´favorables
pour des compagnies d’assurances. Au-dela` de ces calculs de probabi-
lite´s dans un mode`le fixe´, des branches de cette the´orie s’inte´ressent
aussi a` diffe´rents proble`mes d’optimisation : d’allocation de re´serve,
de strate´gie de versement de dividendes ou d’imposition (au sens de
la fiscalite´), d’investissement dans des actifs risque´s, de programme de
re´assurance...
De nos jours, dans une de´marche (appele´e ERM, Enterprise Risk
Management en anglais) de gestion globale des risques qui pe`sent sur
une entreprise ou une entite´ en ge´ne´ral, les compagnies d’assurance
de´finissent leur appe´tit pour le risque en de´terminant entre autres des
limites (risk limits en anglais). Certaines de ces limites peuvent concer-
ner les provisions techniques de certaines branches d’activite´ dans un
ou plusieurs re´fe´rentiels comptables. D’autres limites concernent le ma-
telas de se´curite´ que la compagnie d’assurance doit de´tenir en plus
des provisions techniques pour pouvoir continuer a` exercer sans subir
d’intervention automatique et progressive de l’autorite´ de controˆle (le
re´gulateur pouvant intervenir pour d’autres raisons qu’un proble`me de
solvabilite´).
Jusqu’a` pre´sent, ce matelas de se´curite´ e´tait de´termine´ de manie`re
proportionnelle au maximum entre les cotisations attendues et ce qui
avait e´te´ paye´ l’anne´e pre´ce´dente en assurance non-vie, et proportion-
nellement aux provisions mathe´matiques en assurance-vie, sans tenir
vraiment compte de la nature des risques. Dans le projet europe´en Sol-
vabilite´ II, selon la directive vote´e en avril 2009 qui en fixe les grands
principes, le matelas de se´curite´ appele´ Solvency Capital Requirement
(SCR) devrait en the´orie permettre d’atteindre un niveau de se´curite´
correspondant a` une probabilite´ de ruine a` horizon d’un an infe´rieure
a` 0, 5%. D’un point de vue scientifique, il est bien e´videmment diffici-
lement imaginable de pre´tendre analyser le comportement de la com-
pagnie d’assurance et de l’e´conomie a` ce niveau si extreˆme de risque.
En effet, s’il est de´ja` ardu en finance, ou` les quantiles (appele´s Value-
at-Risk ou VaR) conside´re´s le sont en ge´ne´ral sur un horizon d’un jour,
d’estimer de tels quantiles, alors qu’on dispose d’un grand nombre de
donne´es du fait du pas de temps journalier, on ne dispose souvent que
d’un historique d’une dizaine a` une vingtaine d’anne´es tout au plus en
assurance. Il semble donc bien de´licat de s’inte´resser a` des e´ve´nements
qui devraient se produire une fois tous les deux cents ans environ avec
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un historique pertinent si limite´... Ceci est d’autant plus vrai qu’un cer-
tain nombre de phe´nome`nes lie´s aux comportements des assure´s en cas
de hausse des taux d’inte´reˆt par exemple n’ont tout simplement jamais
e´te´ observe´s. De plus, dans des sce´narios si extreˆmes, les raccourcis
de valorisation des portefeuilles d’assurance utilisant entre autres des
me´thodes de type risque-neutre devraient se trouver eˆtre encore plus
inadapte´s qu’en re´gime de croisie`re. C’est la raison pour laquelle un cer-
tain nombre de chercheurs en actuariat et en mathe´matiques financie`res
(dont je fais partie) et de directeurs des risques de compagnies d’assu-
rance pensent qu’un niveau de risque correspondant a` des probabilite´s
de ruine de l’ordre de 10% sur un horizon un peu plus long serait plus
adapte´ (quitte a` ensuite utiliser un facteur multiplicatif qui serait fixe´
au niveau europe´en).
Toujours est-il que le but d’une compagnie d’assurances n’est pas
seulement d’eˆtre capable de rembourser ses assure´s dans un an : si un
e´ve´nement de´favorable, mais pas extreˆme se produisait dans l’anne´e
courante, la compagnie d’assurances qui disposerait d’un matelas de
se´curite´ exactement e´gal au SCR au de´but de l’anne´e serait certes en
mesure de payer ses dettes, mais pourrait ne plus respecter la contrainte
de solvabilite´ a` la fin de l’anne´e. Si cela se produisait, la compagnie
d’assurances pourrait eˆtre mise en run-off, c’est-a`-dire ne plus avoir
le droit d’accepter de nouveaux contrats. Un objectif plus raisonnable
de la compagnie d’assurances consiste donc a` respecter la contrainte de
solvabilite´ sur le long terme avec une probabilite´ suffisante. Pour cela, il
ne faut pas disposer uniquement du SCR mais d’un matelas de se´curite´
supple´mentaire. L’e´paisseur de ce matelas supple´mentaire peut eˆtre es-
time´ par un calcul de probabilite´ de ruine en temps discret (avec un
pas de temps d’un an) sur un horizon de 5 ans ou de 10 ans par exemple.
De plus, pour les grands groupes d’assurances, la situation est sou-
vent beaucoup plus complique´e. La fongibilite´ du capital (qui permet
de transfe´rer une partie du capital d’une branche d’activite´s ou d’une
filiale pays vers une autre) est tre`s variable d’un groupe a` un autre,
en fonction des positions de la gouvernance, des lois et re`gles comp-
tables et de solvabilite´ des e´tats concerne´s, et de la structure financie`re
du groupe. Les re´serves globales du groupe restant bien suˆr un indica-
teur de risque primordial, il est toutefois pertinent dans de nombreux
cas de conside´rer conjointement les re´serves propres a` chaque branche
d’activite´ ou a` chaque filiale. Cela conduit a` s’inte´resser a` la fois a` des
probabilite´s de ruine dans un cadre univarie´ dans lequel on somme des
processus de risque corre´le´s entre eux, et a` des indicateurs de risque en
dimension supe´rieure comme par exemple la probabilite´ qu’au moins
une branche soit ruine´e avant une certaine date, ou comme la somme de
certaines pe´nalite´s (sorte d’aggios) subies par certaines branches pour
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cause d’insolvabilite´ temporaire.
Le coeur de cette habilitation a` diriger les recherches correspond a`
l’e´tude de certains de ces indicateurs univarie´s et multivarie´s de the´orie
du risque. Lors de ma soutenance de the`se en de´cembre 2004, une ques-
tion sur la faisabilite´ de la transposition de certains re´sultats obtenus
en temps continu au cas a` temps discret avait e´te´ pose´e. L’article [112]
co-e´crit avec Claude Lefe`vre re´pond a` cette interrogation, dans la conti-
nuite´ directe de certains de mes travaux de the`se. Deux articles coe´crits
avec Christian Mazza et Didier Rullie`re [124, 125] et un article co-e´crit
avec Nicolas Privault [127] traitent de questions lie´es a` la robustesse
et a` la sensibilite´ des calculs de probabilite´ de ruine en temps fini :
comment la probabilite´ de ruine re´agit-elle en cas de contamination
des donne´es, ou de changement de re´serve ? Quelle marge de se´curite´
supple´mentaire devrait-on constituer a` cause de certains risques d’es-
timation ?
Dans trois travaux coe´crits respectivement avec Claude Lefe`vre [113],
avec Romain Biard et Claude Lefe`vre [38], et avec Romain Biard,
Claude Lefe`vre et Haikady Nagaraja [35], nous cherchons a` relacher
les hypothe`ses d’inde´pendance et de stationnarite´ entre les montants
de sinistres, et d’inde´pendance entre les montants et le nombre de si-
nistres.
Avec Romain Biard, Claudio Macci et Noe¨l Veraverbeke [36], nous nous
inte´ressons au comportement asymptotique de l’allocation de re´serve
optimale entre branches d’activite´ pour diffe´rents types de queues de
distribution de montants de sinistres individuels. D’autres proble´mati-
ques lie´es a` la gestion des risques et a` Solvabilite´ II ont e´te´ aborde´es
dans deux articles avec Laurent Devineau [69, 70], dans un article
de vulgarisation sur le risque de rachats et les crises de corre´lation
coe´crit avec Xavier Milhaud et Marie-Pierre Gonon [138], et dans un
article avec Wayne Fisher et Shaun Wang [78], d’un point de vue plus
oriente´ gestion que mathe´matiques applique´es. J’ai e´galement travaille´
sur deux the´matiques plus orthogonales a` la the´orie du risque : les ex-
trema s-convexes avec Claude Lefe`vre [115] et le risque de longe´vite´
[30] avec l’e´quipe de la chaire de recherche De´rive´s du Futur porte´e par
Nicole El Karoui au laboratoire CMAP de l’Ecole Polytechnique.
Ce document de synthe`se est donc organise´ de la manie`re suivante :
a` une partie qui introduit les concepts ge´ne´raux et les principales
de´finitions de the´orie de la ruine et vise a` replacer dans leur contexte les
huit articles [112, 124, 125, 127, 113, 38, 35, 36] (publie´s ou accepte´s)
cite´s plus haut de mathe´matiques applique´es relatifs a` la the´orie du
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risque qui ont e´te´ commence´s apre`s ma the`se ‡ succe`de une deuxie`me
partie consacre´e aux nouvelles the´matiques (extre´ma s-convexes [115]
et risque de longe´vite´ [30]) et perspectives de recherche sur lesquelles
j’ai de´ja` commence´ a` travailler ou que j’aimerais explorer dans le proche
futur. Dans cette partie, mes publications relevant plus du domaine des
sciences de gestion [138, 69, 70, 78, 131] seront e´galement brie`vement
e´voque´es, notamment dans le but d’introduire certaines pistes de re-
cherche futures.
‡. Certains travaux commence´s pendant ma the`se n’ont e´te´ publie´s que plus
tard. Ils sont rappele´s dans la liste comple`te de mes publications pages viii et ix
mais ne sont pas pre´sente´s en de´tail dans l’introduction.
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Premie`re partie I. The´orie de la ruine
La the´orie de la ruine e´tant le the`me principal de cette habilita-
tion, il est naturel de commencer par en faire une description ge´ne´rale.
Pour cela, je commence par m’inspirer du de´but de mon introduction
de the`se, puis je de´cris deux sous-the´matiques qui me semblent im-
portantes : la prise en compte de certaines corre´lations, les e´tudes de
sensibilite´ et de robustesse, et les proble´matiques d’allocation optimale.
Meˆme si je n’ai pas contribue´ depuis ma the`se sur ces sujets, je dirai
aussi quelques mots a` propos de mode`les prenant en compte certains
impoˆts dont les compagnies doivent s’acquitter aupre`s des e´tats, et a`
propos des fonctions de pe´nalite´ escompte´es dites de Gerber-Shiu. Les
ouvrages suivants (dans l’ordre chronologique) de Gerber [82] Grandell
[93], Rolski et al. [160], Asmussen [15], Goovaerts et al. [90], Marceau
[133], et d’Asmussen et Albrecher [16] donnent un aperc¸u ge´ne´ral des
principaux re´sultats de cette the´orie.
Le concept de ruine doit se comprendre dans ce travail comme la sur-
venance d’un sce´nario de´favorable, pouvant conduire a` l’impossibilite´,
pour la compagnie, de faire face a` certains de ses engagements, aussi
bien envers ses assure´s que ses actionnaires, voire a` devoir cesser son
activite´ pour cause d’insolvabilite´.
Le but premier de la the´orie de la ruine a donc logiquement e´te´ de
mode´liser l’e´volution de la richesse de la compagnie par un processus
stochastique, d’e´valuer la probabilite´ de ruine, c’est-a`-dire la probabi-
lite´ que le sce´nario traduisant un e´chec se re´alise, et d’estimer le niveau
de re´serve initiale pour rendre cette probabilite´ de ruine suffisamment
faible.
1. Le mode`le classique de la the´orie de la ruine
Le mode`le classique de la the´orie de la ruine repre´sente le fonction-
nement d’une compagnie d’assurance de la fac¸on suivante. On suppose
que la compagnie d’assurance rec¸oit des cotisations de ses assure´s, ap-
pele´es primes, de fac¸on de´terministe et continue, a` raison de c unite´s de
compte par unite´ de temps. Elle dispose d’une re´serve initiale u pour
absorber un e´ventuel exce`s de sinistralite´, et doit indemniser ses assure´s
pour les sinistres qui la concernent.
Le montant cumule´ des sinistres au temps t ≥ 0 est repre´sente´ par le
processus stochastique
S(t) =
N(t)∑
i=1
Wi,
avec la convention selon laquelle la somme est nulle si N(t) = 0. Le
nombre de sinistres survenus jusqu’au temps t, N(t), est dans ce mode`le
de´crit par un processus de Poisson de parame`tre λ > 0. Le montant
DOCUMENT DE SYNTHE`SE 7
du iie`me sinistre est mode´lise´ par une variable ale´atoire Wi a` valeurs
dans R+. Les {Wi, i ∈ N∗} forment une suite de variables ale´atoires
inde´pendantes, identiquement distribue´es, et inde´pendantes du proces-
sus de Poisson N(t). FW de´signera leur fonction de re´partition, et leur
espe´rance suppose´e finie sera note´e µ. Le montant des re´serves de la
compagnie d’assurances au temps t est alors donne´ par le processus
(1.1) R(t) = u+ ct− S(t),
qui pourra e´galement eˆtre note´ Rt au lieu de R(t) (idem pour St au lieu
de S(t)). La probabilite´ de ruine en temps fini t avec re´serve initiale u
correspond a` la probabilite´ que la re´serve devienne strictement ne´gative
a` un instant pre´ce´dant t, et se note traditionnellement
ψ(u, t) = P [∃s ∈ [0, t], R(s) < 0] .
En temps infini, de´finissons la probabilite´ de ruine par
ψ(u) = ψ(u,+∞) = P [∃s ≥ 0, R(s) < 0] .
Les probabilite´s de non ruine correspondantes seront note´es
ψ¯(u, t) = 1− ψ(u, t) et ψ¯(u) = 1− ψ(u)
afin de garder la lettre ϕ pour la fonction de pe´nalite´ escompte´e de
Gerber-Shiu (cf page 34) selon la pre´fe´rence d’Hans Gerber. Le char-
gement de se´curite´ est de´fini par
ρ = c− λµ.
Si ρ > 0, alors l’activite´ est dite rentable. En effet, la loi des grands
nombres assure que, dans ce cas, Rt tend vers +∞ presque suˆrement
quand t tend vers l’infini. La probabilite´ de non ruine est alors non
nulle. Si ρ < 0, alors Rt tend vers −∞ presque suˆrement quand t tend
vers l’infini, et par conse´quent ψ(u) = 1. Ge´ne´ralement, nous ferons
l’hypothe`se que l’activite´ est rentable (meˆme si cette hypothe`se n’est
pas toujours ne´cessaire en temps fini).
La probabilite´ de non ruine ψ¯(u) est continue sur R+ et admet comme
de´rive´es a` gauche et a` droite respectivement ψ¯′− et ψ¯
′
+, qui ve´rifient les
e´quations inte´gro-diffe´rentielles respectives :
(1.2) cψ¯′+(u) = λ(ψ¯(u)−
∫ u
0
ψ¯(u− y)dFW (y))
(1.3) cψ¯′−(u) = λ(ψ¯(u)−
∫ u−
0
ψ¯(u− y)dFW (y))
Les e´quations 1.2 et 1.3 font intervenir a` la fois une de´rive´e et une
inte´grale de ψ¯. Il est possible de se ramener a` une e´quation inte´grale
en inte´grant 1.2 :
cψ(u) = λ(
∫ ∞
u
F¯W (x)dx+
∫ u
0
ψ(u− x)F¯W (x)dx)
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Les transforme´es de Laplace respectives Lˆψ(s) =
∫∞
0
ψ(u)e−sudu et
Lˆψ¯(s) =
∫∞
0
ψ¯(u)e−sudu de ψ et de ψ¯ s’expriment alors en fonction de
la transforme´e de Laplace lˆW de W :
Proposition 1. Pour tout s > 0,
Lˆψ¯(s) =
c− λµ
cs− λ(1− lˆW (s))
Lˆψ(s) =
1
s
− c− λµ
cs− λ(1− lˆW (s))
On peut ensuite obtenir la formule de Pollaczek-Khinchine qui fait
intervenir des produits de convolution infinis de la fonction de survie
inte´gre´e F sW de W de´finie pour x ≥ 0 par
F sW (x) =
1
µ
∫ x
0
F¯W (y)dy,
ou` F¯W (y) = 1 − FW (y) est la fonction de survie de W . Dans toute la
suite, g∗n de´signera le nie`me produit de convolution d’une fonction g
avec elle-meˆme (avec g∗0 ≡ 1).
Proposition 2. (Formule de Pollaczek-Khinchine) Pour tout u ≥
0, la probabilite´ de survie partant de u ve´rifie
ψ¯(u) =
ρ
1 + ρ
∞∑
n=0
(
1
1 + ρ
)n
¯(F sW )
∗n(u).
Cette formule fournit un premier moyen d’obtenir nume´riquement la
probabilite´ de ruine en temps infini.
La premie`re ge´ne´ralisation possible du mode`le classique est le mode`le
dit de Sparre Andersen, dans lequel N(t) n’est plus un processus de
Poisson, mais un processus de renouvellement stationnarise´, donne´ par
des temps inter-sauts ∆i i.i.d., inde´pendants des Wi, et de fonction
de re´partition F∆. Lorsque u est grand, on dispose dans ce mode`le
de renouvellement de re´sultats asymptotiques, qui seront expose´s au
chapitre 3. Ces re´sultats sont utilisables pour des montants de re´serve
intiale tre`s grands ; lorsqu’on est en dehors de ce domaine d’applica-
bilite´, il faut utiliser d’autres formules dont nous parlerons dans les
chapitre 4 et suivants. Le mode`le classique de la the´orie de la ruine,
de´crit pre´ce´demment page 6, peut eˆtre ge´ne´ralise´ sous diverses formes,
que l’on peut classer en deux rubriques, suivant que l’on s’inte´resse aux
hypothe`ses portant sur le passif de la compagnie (sur la mode´lisation
des sinistres) ou sur son actif (sur les hypothe`ses mode´lisant la strate´gie
de versement de dividendes ou l’investissement de la re´serve et la prise
en compte du taux d’inte´reˆt).
Au niveau du passif, les modifications concernent principalement la
prise en compte des corre´lations et des changements e´ventuels de re´gime,
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pre´sente´s plus en de´tail au chapitre 7. Les modifications plutoˆt fi-
nancie`res consistent a` introduire un taux d’inte´reˆt instantane´ (de´termi-
niste ou stochastique), et dans le processus des re´serves une composante
Brownienne ou de type Le´vy. La plus importante de ces modifications
prend en compte une politique de versements de dividendes aux ac-
tionnaires de`s que la richesse devient assez e´leve´e. Meˆme si je n’ai pas
vraiment travaille´ sur ce sujet pre´cis depuis la fin de ma the`se, il me
semble utile de dire quelques mots sur les mode`les avec dividendes et
taxes, qui sont devenus un champ de recherche a` part entie`re de la
the´orie du risque.
2. Dividendes et taxes
2.1. Versement de dividendes au dela` d’une barrie`re. Outre le
fait que le versement de dividendes aux actionnaires au-dela` d’une
barrie`re supe´rieure est un phe´nome`ne re´aliste, il ”pre´sente l’e´norme
avantage” de conduire a` une probabilite´ de ruine en temps infini e´gale
a` 1, meˆme si le chargement de se´curite´ est positif. Cela permet de
rapprocher la the´orie de la ruine avec celle du risque de de´faut, se-
lon laquelle aucune compagnie n’est e´ternelle. La probabilite´ de ruine
en temps infini est donc toujours 1 en risque de de´faut, alors que la
the´orie de la ruine avait pour but initial de de´terminer le niveau de
re´serve ne´cessaire pour rendre cette probabilite´ infe´rieure a` ε.
On attribue traditionnellement les premie`res e´tudes de ce type de mode`le
a` De Finetti[53]. De`s lors, on peut se poser des proble`mes de poli-
tique de versement de dividendes optimale. On peut e´galement ajouter
une composante brownienne ou Le´vy, et utiliser des me´thodes du type
Hamilton-Jacobi-Bellmann (voir Asmussen et Taksar [19], Gerber et
Shiu [87]), ou utiliser les me´thodes du controˆle impulsionnel, c’est-a`-
dire re´agir a` un exce`s de capital par un versement de dividendes traduit
par un saut (voir les travaux d’Agne`s Sulem et de ses co-auteurs, par
exemple [145]). La me´thode la plus simple consiste a` conside´rer une
barrie`re horizontale de niveau b ≥ u, et a` verser instantane´ment aux
actionnaires l’exce`s ou une fraction de l’exce`s de re´serve par rapport
a` ce niveau b. Cela correspond soit a` faire stagner le processus en b
jusqu’au prochain sinistre (figure 1), soit a` cre´er une sorte d’angle de
re´fraction lors de la traverse´e de la barrie`re en b (voir par exemple As-
mussen et Taksar [19]). Le processus Ub(t) repre´sentant la richesse de
la compagnie au temps t avec cette strate´gie de dividendes se de´duit
du processus classique R(t). Soit b > u et
X(t) = S(t)− ct.
La strate´gie qui consiste a` limiter supe´rieurement le surplus de la com-
pagnie a` la valeur b en versant sous forme de dividendes l’exce`s par
rapport a` b donne le processus Ub(t). Le temps de ruine est alors
τ = inf{t > 0, Ub(t) < 0}. Le cumul des dividendes verse´s jusqu’au
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Figure 1. Illustration de Ub(t), Z(t) et de L(t).
temps t est
Lt = − inf
0≤s≤t
{b− u+X(s)}−,
ou` x− = min(x, 0).
Soit
Z(t) = b− u+X(t) + L(t).
Alors Ub(t) = b− Z(t) est le processus recherche´. Notons que
Lt = c
t∫
0
1Ub(s)=bds
quand Ub(s) = b, jusqu’au prochain sinistre, la richesse de la compagnie
stagne en b, alors que l’accroissement de richesse avec une pente c est
transfe´re´ aux actionnaires sous forme de dividendes. L augmente en t
si et seulement si Ub(t) = b, ou encore Z(t) = 0. Ceci est illustre´ sur
une trajectoire par la figure 1.
Asmussen et Taksar [19] de´montrent que, dans certains cas assez ge´ne´-
raux, le mode`le a` barrie`re horizontal est un mode`le optimal de ver-
sement de dividendes. Les travaux de Palmowski, Loeffen, Albrecher,
Kyprianou et leurs coauteurs fournissent une base importante des tra-
vaux re´cents et des re´sultats disponibles sur les proble`mes de dividendes
dans le cas de processus de Le´vy.
Dans l’article [130] commence´ pendant ma the`se, j’avais montre´ qu’il
e´tait possible de calculer la moyenne des dividendes verse´s aux action-
naires et de ceux qui ont duˆ eˆtre utilise´s pour payer des pe´nalite´s a`
cause de l’insolvabilite´ temporaire d’une autre branche. Nous avions
calcule´ aussi le temps moyen de ruine de la branche principale et la loi
de la richesse des autres branches a` cet instant, ce qui donnait une infor-
mation sur la capacite´ des autres branches a` faire face a` la de´faillance
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de la branche principale. Pour cela, j’utilisais une approximation du
taux de cotisation continu et de´terministe par un processus de Poisson
compose´ a` sauts positifs de meˆme moyenne par unite´ de temps. Albre-
cher et al. [1] ont tre`s re´cemment commence´ a` analyser un mode`le de
risque univarie´ avec cotisations cumule´es ale´atoires repre´sente´es par un
processus de Poisson compose´.
2.2. Taxes. Albrecher et Hipp [8] ont introduit un mode`le avec taxes
(ou impoˆts) : de`s que le processus de risque est a` son maximum courant,
la compagnie d’assurances paie des taxes a` un taux de´terministe γ ∈
[0, 1]. Ce processus de risque modifie´ (Rγ(t))t≥0 ve´rifie donc Rγ(0) = u
et
dRγ(t) = c
[
1− γ1{Rγ(t)=sup0≤s≤tRγ(s)}
]
dt− dS(t),
ou` (S(t))t≥0 est un processus de Poisson compose´ tel que la condition
de profit soit re´alise´e dans le mode`le e´quivalent sans taxe (γ = 0). Si a`
l’extreˆme le taux d’imposition est de γ = 100%, on se retrouve dans le
mode`le de versement de dividendes avec barrie`re horizontale au niveau
de la re´serve initiale, et la probabilite´ de ruine est alors e´gale a` 1.
L’ide´e du mode`le avec taxes est qu’une perte ouvre doit a` un cre´dit
d’impoˆt et que l’e´tat ne commencerait a` taxer que les be´ne´fices. Ce
mode`le est e´videmment tre`s simplifie´ par rapport aux me´canismes re´els
d’imposition pratique´s par les e´tats, toutefois il en capture a` mon avis
l’essentiel. Albrecher et Hipp obtiennent une formule tre`s e´le´gante pour
la probabilite´ de ruine ψγ(u) en partant de u quand le taux d’imposition
est γ > 0 :
(2.1) ψγ(u) = 1− (1− ψ0(u))
1
1−γ .
Cette formule a e´te´ e´tendue a` des cas plus ge´ne´raux (notamment a`
certaines classes de processus de Le´vy) et discute´e plus en de´tails no-
tamment dans les articles d’Hansjoerg Albrecher et de ses coauteurs
[9, 4, 5].
Si nous e´crivions un livre sur la the´orie de la ruine, ce chapitre serait
certainement beaucoup plus long. Ne´anmoins, n’ayant pas vraiment
contribue´ sur ce sujet, nous renvoyons le lecteur inte´resse´ aux articles
cite´s plus hauts et a` leurs re´fe´rences pour plus de de´tails. Revenons
maintenant au proble`me d’approximation de la probabilite´ de ruine
dans le mode`le dit de renouvellement ou de Sparre Andersen, sans
versement de dividende ou de taxe, dans le cas d’une re´serve initiale
tre`s e´leve´e. C’est en travaillant sur ces proble`mes que l’e´cole scandinave
du de´but du vingtie`me sie`cle (Lundberg, Cramer,...) posera les premiers
jalons de la the´orie des grandes de´viations. Ces re´sultats asymptotiques,
qui portent maintenant le nom de Cramer-Lundberg, fournissent une
information sur le comportement de la probabilite´ de ruine pour des
re´serves initiales e´leve´es.
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3. Proprie´te´s asymptotiques dans le mode`le de Sparre
Andersen
Conside´rons le mode`le de Sparre Andersen, toujours avec des mon-
tants de sinistres mode´lise´s par des variables ale´atoires inde´pendantes
distribue´s comme U , et des temps inter-sinistres inde´pendants et dis-
tribue´s comme ∆, et inde´pendants des montants des sinistres. Sup-
posons aussi que le chargement de se´curite´ est strictement positif. Le
processus de´crivant la re´serve disponible au temps t s’e´crit encore :
R(t) = u+ ct−
N(t)∑
i=1
Wi.
Soit
mˆW (s) = E
[
esW
]
.
Pour les distributions de montants de sinistres a` queues le´ge`res, l’e´qua-
tion en s
mˆW (s)lˆ∆(cs) = 1
admet une solution non nulle γ (appele´e le coefficient d’ajustement).
Soit Y = W − c∆, et
x0 = sup {x, FY (x) < 1}.
The´ore`me 1. Pour tout u ≥ 0, on a l’encadrement
b−e−γu ≤ ψ(u) ≤ b+e−γu,
ou` 0 ≤ b− ≤ b+ ≤ 1 ve´rifient :
b− = inf
x∈[0,x0[
eγxF¯Y (x)∫∞
x
eγydF¯Y (y)
, et b+ = sup
x∈[0,x0[
eγxF¯Y (x)∫∞
x
eγydF¯Y (y)
.
Si W suit une loi exponentielle de parame`tre 1/µ, et si N(t) est un
processus de Poisson de parame`tre λ, alors la proprie´te´ asymptotique
devient une e´galite´ vraie pour tout u ≥ 0 :
ψ(u) = (1− µγ)e−γu.
Cette formule peut eˆtre ge´ne´ralise´e a` une famille de lois appele´es lois
phase-type, que nous introduirons plus tard, dont font partie entre
autres les lois exponentielles et gamma.
Pour les distributions de montants de sinistres a` queues lourdes, si la
fonction de survie inte´gre´e est sous-exponentielle, pour E[W ] fixe´e, le
comportement asymptotique de la probabilite´ de ruine ψ(u) ne de´pend
de W qu’a` travers ses queues, et du temps inter-sinistres ∆ seulement
par rapport a` son espe´rance :
The´ore`me 2. Si F sW ∈ S, alors
lim
u→∞
ψ(u)
F¯ sW (u)
=
E[W ]
cE[∆]− E[W ]
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Dans Rolski et al. [160] page 267, on peut trouver des e´quivalents de
ψ(u) pour des montants de sinistres suivant des lois de Weibull, Pareto
et lognormale. En particulier, lorsque la loi du montant de sinistre
individuel est a` variation re´gulie`re (ce qui veut dire que
1− FW (x) = x−al(x),
ou` l est une fonction a` variation lente), Embrechts et Veraverbeke [75]
ont montre´ que lorsque a > 1 et si la condition de profit est respecte´e
dans le mode`le Poisson-compose´, on a
(3.1) ψ(u) ∼ λ
c− λµ
1
a− 1u
−a+1.
Ce re´sultat est utilise´ dans l’article [36] pour de´terminer le comporte-
ment asymptotique d’une certaine fonction de pe´nalite´ dans le cas ou`
les montants de sinistres sont a` variation re´gulie`re (cf page 34).
4. Me´thodes pour le calcul exact ou approche´ de
probabilite´s de ruine
Le pendant de l’e´tude asymptotique est le calcul ou l’approximation
de la probabilite´ de ruine en temps fini ou infini. Un des buts pour-
suivis dans les articles [124, 125, 112, 127] est d’e´tendre et d’unifier
des me´thodes nume´riques pour calculer explicitement des probabilite´s
de ruine en temps fini, ainsi que d’e´tudier leur sensibilite´ a` certains
parame`tres et leur robustesse. Rappelons donc ici deux formules inter-
venant dans ces quatre travaux, celle dite de Picard-Lefe`vre et celle
dite de Seal, ainsi que le lemme du ballot (ou scrutin) qui en est un
ingre´dient important.
La probabilite´ de ruine en temps fini avec des montants de sinistres
a` valeurs entie`res (contrairement a` l’article [112] dans lequel certaines
lois de montant de sinistre individuel peuvent eˆtre absolument conti-
nues) e´tait l’objet de mon premier article de the`se [162]. Dans ce cadre,
le mode`le a` temps continu co¨ıncidait avec certains mode`les a` temps
discret. En effet, pour de´terminer si la re´serve devient ne´gative a` un
certain temps t ∈ [0, T ], il suffit de savoir si la re´serve est ne´gative a`
l’une des dates d’inventaires 0 < t1 < · · · < tn < T judicieusement
choisies.
4.1. Formule de Picard-Lefe`vre. Pour calculer la probabilite´ de
ruine en temps fini dans ce mode`le, on dispose de la formule de Picard
et Lefe`vre [151], et nous expliquons comment il est possible d’y adapter
une formule de Seal [169]. La formule de Picard-Lefe`vre est base´e sur les
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polynoˆmes d’Appell ge´ne´ralise´s. Ces polynoˆmes sont de´finis re´cursive-
ment par : A0 = 1 et pour n > 0,
A′n =
n∑
j=1
λfjAn−j(4.1)
An(vn) = 0,(4.2)
ou`
(4.3) vn = max
(
n− u
c
, 0
)
,
et
fj = P [W1 = j].
Soit
Tu = inf{t > 0, Ru(t) < 0}
le temps de ruine, e´ventuellement e´gal a` +∞. Soit pour t ∈ R+, n ∈ N,
(4.4) Pn(t) = P (St = n, Tu > t).
En conditionnant par rapport au dernier instant de sinistre, Picard et
Lefe`vre [151] montrent que Pn(t) = 0 quand t < vn et que
(4.5) Pn(t) = e
−λtAn(t)
quand t ≥ vn, ou` les An sont des polynoˆmes de degre´ n de´finis re´cursive-
ment par (4.1).
Ces polynoˆmes (voir Picard et Lefe`vre [151] pour une bibliographie
sur ce sujet) peuvent aussi eˆtre obtenus graˆce aux polynoˆmes en, de´finis
par la fonction ge´ne´ratrice formelle
(4.6)
+∞∑
n=0
en(t)s
n = etg(s)
ou` g(s) =
+∞∑
j=1
λfjs
j. Les polynoˆmes en s’obtiennent assez aise´ment a`
partir des convolutions successives de FW . On peut alors exprimer les
An en fonction des en et en de´duire la formule suivante :
The´ore`me 3. ([151])
(4.7)
ψ¯(u, t) = e−λt
u∑
j=0
ej(t) + bu+ctc∑
n=u+1
ej
(
j − u
c
)
u+ ct− n
u+ ct− j en−j
(
t+
u− j
c
)
En pratique, la taille du portefeuille d’assurances peut fluctuer dans
le temps du fait de fusions-acquisitions, de souscription importante
d’affaires nouvelles ou d’une perte de part de marche´. Dans l’article
[113], nous e´tendons la formule de Picard-Lefe`vre au cas ou` les cotisa-
tions, et e´ventuellement la fre´quence des sinistres change au cours du
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temps : en effet si la taille du portefeuille augmente, le taux de cotisa-
tion doit augmenter, mais aussi le nombre moyen de sinistres par unite´
de temps. Nous proposons e´galement une formule qui permet de mieux
mettre en e´vidence et de mieux pouvoir utiliser les proprie´te´s de type
Appell que celle propose´e par Ignatov et al. [101] dans le cas ou` les
montants de sinistres ne sont plus inde´pendants entre eux. Ne´anmoins,
cette formule qui est vraie pour une structure de de´pendance ge´ne´rale
entre les montants de sinistres, peut eˆtre ame´liore´e dans des cas plus
spe´cifiques si l’on pre´cise la loi jointe des montants de sinistres. Nous
verrons dans le chapitre 7 comment prendre en compte certains types
de de´pendance stochastique entre montants de sinistres et entre ins-
tants et montants de sinistres.
La manipulation de ces polynoˆmes pre´sente l’avantage d’eˆtre ge´ne´ra-
lisable au cas multidimensionnel (voir Picard et al. [152], Pomme-
ret [153] ainsi que ma the`se [128]). Ne´anmoins, meˆme en utilisant
leurs proprie´te´s, les temps de calcul de probabilite´ de ruine deviennent
rapidement difficilement ge´rables sur des cas concrets en dimension
supe´rieure. La formule ”de type Seal” repose sur un re´sultat de Taka´cs
[176], adaptation du proble`me du scrutin au processus de Poisson com-
pose´ avec de´rive.
4.2. Formules de Taka´cs et de type Seal. Exposons maintenant
les formules de Seal pour une distribution de W admettant une densite´
fW , et dont la formule expose´e dans [162] est une adaptation au cas de
montants de sinistres a` valeurs entie`res. Supposons que P (W > 0) =
1. Dans le cas d’une arrive´e poissonnienne, cette hypothe`se n’est pas
restrictive. On peut toujours se ramener au cas P (W > 0) = 1, quitte
a` remplacer le parame`tre λ par le parame`tre λ(1 − P (W = 0)) et W
par W ′, tel que ∀k ≥ 1, P (W ′ = k)(1− P (W = 0)) = P (W = k) et
P (W ′ = 0) = 0. La fonction de re´partition FS(t) de la variable ale´atoire
repre´sentant le montant agre´ge´ des sinistres jusqu’au temps t ve´rifie
pour x ≥ 0
FS(t)(x) = e
−λx +
∫ x
0
f˜S(t)(y)dy,
ou`
f˜S(t)(x) =
∞∑
n=1
(λt)n
n!
e−λtf ∗nW (y),
Cette fonction permet de calculer les probabilite´s ψ¯(u, x) de non ruine
avant la date x avec re´serve initiale u :
The´ore`me 4. (Formules de Seal)
ψ¯(0, t) =
1
ct
E[R(t)+] =
1
ct
∫ ct
0
FS(x)(y)dy
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et pour u > 0 si W admet pour densite´ fW ,
ψ¯(u, t) = FS(x)(u+ ct)− c
∫ u
0
ψ¯(0, t− y)f˜S(y)(u+ cy)dy.
Quand les montants des sinistres suivent une loi exponentielle de
parame`tre 1/µ, on a les formules suivantes :
ψ(u, t) = 1− e−u/µ−(1+α)λtg(u/µ+ αλt, λt),
ou` α = c/(λµ), et ou` g est la fonction de´finie par
g(z, θ) = J(θz) + θJ ′(θz) +
∫ z
0
ez−vJ(θv)dv − 1
α
∫ αθ
0
eαθ−vJ(zv/α)dv
en notant
J(x) =
∑
n≥0
xn
n!n!
= I0(2
√
x)
ou` I0 est la fonction de Bessel modifie´e
I0(x) =
+∞∑
k=0
(x/2)2k
k!k!
.
On peut aussi obtenir une formule e´quivalente :
ψ(u, t) =
1
α
e−u
α−1
αµ − 1
pi
e−u/µ−(1+α)t
∫ pi
0
h(u/µ, λt, y)dy,
ou` h est de´finie par
q(w, θ, y) = 2
√
α
e(2
√
αθ+w/
√
α) cos y
1 + α− 2√α cos y (sin y sin(y +
w√
α
sin y)).
On trouvera dans Seal [169], Taka´cs [176], et Rolski et al. [160] les
de´monstrations et des extensions.
La formule classique de Taka´cs [176] est un outil cle´ pour obtenir notre
formule de type Seal.
Lemme 1. (Taka´cs [176]) Soit Yn = X1 + .. + Xn, ou` les (Xi)i∈N∗
forment une suite de variables ale´atoires inde´pendantes et identique-
ment distribue´es, a` valeurs dans {0, 1}. Pour n ∈ N∗, i ∈ N, i ≤ n,
Pr [{Yr < r, r = 1, .., n} ∩ {Yn = n− i}] = i
n
Pr [Yn = n− i] .
Le membre de gauche correspond a` la probabilite´ que le candidat
vainqueur d’un scrutin a` deux candidats avec le score final i voix contre
n − i ait toujours e´te´ en teˆte lors du de´pouillement. Cette probabilite´
s’e´crit donc comme une fraction fois la probabilite´ d’arriver au meˆme
score final.
Graˆce aux proprie´te´s du processus de Poisson compose´, la formule de
Taka´cs [176] donne les deux re´sultats bien connus suivants dans le cas
ou` W est a` valeurs dans N :
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The´ore`me 5. (Taka´cs [176]) Soit n ∈ N∗. Pour x ∈ R, notons x+ =
max(x, 0). On a
Pr
[
Sn
c
= i ∩Rt ≥ 0, t ∈ [0, n
c
]
]
=
n− i
n
Pr
[
Sn
c
= i
]
, i = 0, .., n
ϕ
(
0,
n
c
)
=
n∑
i=1
n− i
n
Pr
[
Sn
c
= i
]
=
1
n
E
[(
R0n/c
)
+
]
The´ore`me 6. Pour t ∈ R+, on a
ϕ (0, t) =
1
ct
E
[(
R0t
)
+
]
ϕ (0, t/c) =
[t]∑
i=1
(
1− i
t
)
Pr
[
S t
c
= i
]
.
En conditionnant par le dernier temps avant t ou` le processus R(t)
est e´gal a` 0 en cas de ruine, le re´sultat pre´ce´dent permet d’obtenir dans
[162] une formule alternative pour la probabilite´ de ruine en temps fini
avec des montants de sinistres a` valeurs entie`res. Nous verrons dans
le chapitre 5 que ces re´sultats peuvent eˆtre ge´ne´ralise´s a` des processus
dits partiellement translate´s que nous introduirons page 19.
4.3. Equivalence entre les deux formules et cas continu. Nous
avions explique´ l’e´quivalence entre ces deux formules dans l’article
[162], qui constituait le premier chapitre de ma the`se. La de´monstration
s’appuie sur le re´sultat de Taka´cs [176] et sur le comportement des tra-
jectoires, et fait intervenir ce que De Vylder [56] a appele´ des pseudo-
distributions Poisson compose´es. Ces pseudo-distributions correspon-
dent a` des mesures signe´es ne permettant pas d’interpre´tation proba-
biliste imme´diate, mais ve´rifiant des proprie´te´s de convolution formelle
qui permettent de conclure la de´monstration, et qui fournissent toute
une classe de formules avec un parame`tre libre, dont la formule de type
Seal et la formule de Picard-Lefe`vre font partie. Pouvoir choisir l’une
ou l’autre formule pre´sente un inte´reˆt non ne´gligeable, car les temps de
calcul sont tre`s diffe´rents suivant le rapport entre la re´serve initiale et
les primes qui seront rec¸ues jusqu’a` l’horizon de temps.
La question pose´e lors de ma soutenance de the`se e´tait la suivante :
peut-on faire la meˆme chose dans le cas discret et dans le cas continu ?
J’avais alors botte´ en touche en re´pondant que Philippe Picard m’avait
toujours dit que les deux approches e´taient quasiment toujours e´quiva-
lentes. Le travail re´alise´ avec Claude Lefe`vre [112] vise a` unifier les deux
approches dans les cas discrets et continus, et a` montrer que la formule
de Picard Lefe`vre peut eˆtre utilise´e d’une manie`re unifie´e a` la fois dans
le mode`le a` temps discret binomial compose´ avec une loi de montants
de sinistres discre`te et dans le mode`le a` temps continu Poisson compose´
avec une loi de montants de sinistres absolument continue par rapport
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a` la mesure de Lebesgue.
Notons que d’autres techniques d’approximation existent pour le cal-
cul de probabilite´s de ruine en temps fini, notamment la me´thode dite
d’Erlangisation, que nous e´voquerons dans le chapitre 3.2 de la partie II
pour dire quelques mots du preprint [29].
5. Robustesse et sensibilite´
Dans les articles [124] et [125] co-e´crits avec Christian Mazza et Di-
dier Rullie`re, nous nous inte´ressons a` l’impact d’une contamination
des donne´es de montants de sinistres individuels sur l’estimation de la
probabilite´ de ruine en temps fini effectue´e a` l’aide de la fonction de
re´partition empirique du montant de sinistre individuel. Pour cela, nous
commenc¸ons par calculer les fonctions d’influence de diverses quantite´s.
En effet, les montants de sinistres observe´s ne colleront jamais parfai-
tement a` la mode´lisation qui en a e´te´ faite, ils correspondront dans
un cas tre`s favorable a` une faible perturbation de la distribution ini-
tiale. Il est donc inte´ressant de disposer d’estimateurs qui ne soient pas
trop sensibles a` de le´gers changements des entre´es du mode`le. De tels
estimateurs sont dits robustes. La fonction d’influence, introduite par
Hampel [94] pour e´tudier le comportement infinite´simal de fonctions
re´elles, est un des outils principaux pour mesurer l’impact d’une petite
perturbation du mode`le sur les re´sultats.
De´finition 1 (Fonction d’influence (note´e IF en anglais)). Soit T une
fonction d’une loi F . La fonction d’influence au point x ∈ R est de´finie
comme la limite (quand elle existe)
IFx[T ] = lim
s↓0
T (F (s,x))− T (F )
s
ou` F (s,x) est de´finie pour x ∈ R et 0 < s < 1 par
for u ∈ R, F (s,x)(u) = s1{x≤u} + (1− s)F (u).
On peut e´galement conside´rer ce concept pour un X ale´atoire, ce qui
donne alors une variable ale´atoire.
On utilisera de´sormais l’exposant (s,x) pour signaler qu’une quan-
tite´ est relie´e a` la loi contamine´e F (s,x). Etant donne´ un e´chantillon
X1, · · · , Xn de fonction de re´partition F , soit Fn la fonction de re´parti-
tion empirique associe´e a` l’e´chantillon. La fonction d’influence a deux
inte´reˆts principaux : elle fournit des informations sur l’influence de per-
turbations des donne´es (de l’e´chantillon) sur les valeurs prises par la
fonctionnelle T , et elle permet, sous certaines conditions de re´gularite´,
d’obtenir la variance asymptotique de l’erreur quand le processus re-
normalise´ converge faiblement vers une variable ale´atoire gaussienne
Var(
√
n|T (Fn)− T (F )|) −→ A(F, T ),
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quand n→∞, ou`
(5.1) A(F, T ) =
∫
R
(IFx[T (F )])2 F (dx)
(voir Huber [98], Hampel [94] ou Hampel et al. [95]).
Marceau et Rioux [132] ont fourni un algorithme pour calculer la
fonction d’influence de la probabilite´ de ruine en temps infini. Nous
commenc¸ons par calculer la fonction d’influence de la probabilite´ de
ruine dans le cas d’un horizon de temps fini (ce qui fait intervenir des
outils diffe´rents).
Pour une re´serve initiale u ≥ 0 (cela a en pratique e´te´ fait en deux
e´tapes, d’abord pour u = 0 dans [124] puis pour u ≥ 0 quelconque
dans [125]), nous de´montrons ensuite la convergence en loi de l’e´cart
renormalise´ √
N
(
ψ¯(u, t)− ψ¯N(u, t))
entre la probabilite´ de non ruine en temps fini classique ψ¯(u, t) et
son e´quivalent calcule´ a` partir de la loi empirique obtenue avec un
e´chantillon de taille N vers une loi normale centre´e de variance asymp-
totique
(5.2) Vu = V ar
[
IFY
[
ψ¯(u, t)
]]
.
Ici dans cette partie de´die´e a` la robustesse de la probabilite´ de ruine, Y
de´signe une variable ale´atoire de meˆme loi que le montant de sinistre
individuel habituel W1. Nous parvenons a` exprimer la variance asymp-
totique en fonction d’une grandeur aise´e a` obtenir par simulations di-
rectes, a` l’aide de processus de risque dits modifie´s, ou partiellement
translate´s (partly shifted en anglais).
Pour x ≥ 0, nous de´finissons le processus de risque partiellement
translate´ de x comme
Rxt = u+ ct− Sxt ,
ou`
Sxt = St + x1{U≤t},
et U est une certaine variable ale´atoire positive. Apre`s ce de´lai ale´atoire
U , la trajectoire de Rxt est translate´e de x unite´s vers le bas. Cela re-
vient a` ajouter un saut d’amplitude x vers le bas a` un instant ale´atoire
U . Cet ajout d’un saut vers le bas peut faire penser aux de´rive´es ver-
ticales introduites par Rama Cont §.
Les accroissements du processus modifie´ (Rxt )t≥0 ne sont ni station-
naires ni inde´pendants. Ne´anmoins, nous montrons dans [125] comment
§. Merci a` Monique Jeanblanc pour cette remarque.
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Figure 2. Une tra-
jectoire du processus de
risque classique (Rt)t≥0.
Figure 3. Une tra-
jectoire du processus de
risque (Rxt )t≥0 partielle-
ment translate´ de x.
adapter certains re´sultats de the´orie du risque, dont le lemme 1 duˆ a`
Taka´cs [176], a` ces processus de risque partiellement translate´s. Ceci est
inte´ressant car nous montrons que la variance asymptotique Vu (5.2)
fait directement intervenir la probabilite´ de ruine en temps fini pour
des processus de risque partiellement translate´s :
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The´ore`me 7 (Lien avec les processus de risque partiellement translate´s
[115]). Soit
ψ¯x(u, t) = P (Rxs ≥ 0∀s < t | Rx0 = u) ,
ou` Rxs = Rs − 1{U<s}x, s ≥ 0, et ou` U est une variable uniforme sur
l’intervalle [0, t]. Alors la variance asymptotique de
√
N
(
ψ¯(u, t)− ψ¯N(u, t))
peut eˆtre obtenue par la formule suivante :
Vu = V ar
[
λtψ¯Y (u, t)
]
,
ou` ψ¯Y (u, t) correspond a` la probabilite´ de non-ruine pour le processus
de risque modifie´ en rajoutant un saut d’amplitude ale´atoire Y a` un
instant ale´atoire de loi uniforme sur [0, t].
Normalement, dans le projet Solvabilite´ II, le risque d’estimation doit
eˆtre controˆle´, en particulier si on utilise un mode`le interne. Toutefois,
la plupart des approches consistent a` utiliser un mode`le calibre´ sur les
donne´es et a` rajouter a posteriori un facteur de se´curite´ proportion-
nel pour tenir compte de ce risque d’estimation. Il serait e´videmment
pre´fe´rable d’accomplir une analyse de robustesse en meˆme temps. Cela
nous conduit a` de´finir dans [124] les concepts de probabilite´ de ruine
fiable et de marge de solvabilite´ pour risque d’estimation (ERSM, Es-
timation Risk Solvency Margin en anglais) : soit ψN(u, t) la probabilite´
de ruine avant la date t ≥ 0 dans le mode`le ou` les montants de si-
nistres ont pour fonction de re´partition FN la fonction de re´partition
empirique associe´e a` un e´chantillon de taille N ≥ 1 de la loi initiale. On
de´finit alors la probabilite´ de ruine fiable en temps fini ψN,reliable1−ε (u, t)
comme le (1 − ε)-quantile de la probabilite´ de ruine (ale´atoire) avec
montants de sinistres bootstrappe´s ψN(u, t) :
ψN,reliable1−ε (u, t) = inf
s≥0
{P (ψN(u, t) ≥ s) ≤ ε} .
Si uη (resp. uη,ε) est de´fini comme le capital initial requis pour assurer
que
ψ(uη, t) ≤ η(
resp. ψN,reliable1−ε (uη,ε, t) ≤ η
)
,
la marge de solvabilite´ pour risque d’estimation ERSMη,1−ε peut eˆtre
de´fini comme le capital requis supple´mentaire pour ge´rer le risque d’es-
timation :
ERSMη,1−ε = uη,ε − uη.
Dans le graphique 5, nous de´terminons les plus petites valeurs uη
et uη,ε telles que ψ(uη, t) et ψ˜
ON reliable
1−ε% (uη,ε, t)) soient infe´rieures a` η.
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Figure 4. Histogramme de 100000 probabilite´s de ruine
empiriques ψN (u, t) pour N = 5000 et densite´ d’une
loi normale de moyenne µ = ψ(u, t) et de variance
V ar (IFY [ψ(u, t)]) /N , λ0 = 1, c = 1.1, t = 10, u = 10, δ = 1.
Q95 de´signe le quantile a` 95% de la probabilite´ de ruine.
Graˆce a` l’approximation normale de ψN (u, t) pour N ≥ 1000 (la qua-
lite´ de cette approximation pour N = 5000 est illustre´e par le gra-
phique 4), nous estimons la marge de solvabilite´ pour risque d’estima-
tion ERSMη,1−ε par la diffe´rence uη,ε−uη. Cette marge est logiquement
de´croissante en la taille N de l’e´chantillon disponible.
Nous verrons au chapitre 5 de la deuxie`me partie de ce document
de synthe`se (page 64) que dans d’autres cas (comme dans certaines
proble´matiques directement lie´es au projet Solvabilite´ II que nous e´tu-
dions actuellement avec Matthieu Chauvigny, Laurent Devineau et
Ve´ronique Maume-Deschamps dans la pre´-publication [47] en cours
de finalisation), ce sont d’autres techniques qui peuvent nous fournir
des intervalles de confiance asymptotiques, et donc l’e´quivalent d’une
marge pour risque d’estimation.
Une autre possibilite´ pour la compagnie d’assurances est d’adapter
ses niveaux de cotisation en fonction de l’historique des donne´es dispo-
nibles qui croˆıt avec le temps (ici nous avons une approche statique du
point de vue du volume des donne´es disponibles). Nous verrons dans le
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Figure 5. Valeurs de uη et uη,ε > uη comme fonctions
de N , telles que ψ(uη, t) = 2% et ψ˜
ON reliable
1−ε% (uη,ε, t) = 2%,
λ0 = 1, c = 1.1, t = 10, δ = 1, ε = 5%.
chapitre 3.3 de la partie II quand nous e´voquerons la pre´-publication
[177] co-e´crite avec Julien Trufin comment la probabilite´ de ruine peut
eˆtre calcule´e quand les niveaux de cotisation changent au cours du
temps en fonction des sinistres qui se sont produits et sont mis a` jour
a` l’aide de la the´orie de la cre´dibilite´.
Notons e´galement qu’avec Christian Mazza et Didier Rullie`re, nous
avons le projet d’e´tudier la robustesse d’autres mesures de risques, en
particulier de certains indicateurs de´finis comme des supre´ma de cer-
taines L-statistiques, dont Heyde et al. [96] ont e´tudie´ certaines pro-
prie´te´s pour la mesure des risques. Rappelons que pour un e´chantillon
xˆ = (x1, . . . , xn) ∈ Rn de taille n ≥ 1 d’une variable ale´atoire X
repre´sentant une perte par exemple, la L-statistique ρˆw˜ parame´tre´e
par un vecteur w˜ ∈ Rn est de´finie par
ρˆw˜(xˆ) =
n∑
i=1
wix(i).
Dans l’article [124], nous avons donne´ des premie`res formules de cal-
cul de la sensibilite´ de la probabilite´ de ruine en temps fini en partant
de u ≥ 0 par rapport a` c dans le cas continu ou` le montant de si-
nistre individuel admet une densite´ continue, ainsi qu’en partant d’une
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re´serve initiale nulle par rapport a` λ dans le mode`le Poisson compose´
avec montants de sinistres a` valeurs entie`res. Nous avons e´galement
donne´ une premie`re formule pour la de´rive´e de la probabilite´ de (non)-
ruine par rapport a` la re´serve initiale dans le cas ou` la densite´ du
montant de sinistre est continue, dans le mode`le Poisson compose´ avec
taux de cotisation constant. Cette formule faisait malgre´ tout interve-
nir une inte´grale d’une fonction (une probabilite´ de ruine partant de
ze´ro) contre la de´rive´e de la densite´ du montant cumule´ de sinistres
jusqu’a` la date t, ce qui n’est pas force´ment toujours facile a` calculer
en pratique.
Dans l’article [127] co-e´crit avec Nicolas Privault, nous nous inte´-
ressons plus spe´cifiquement a` la sensibilite´ de la probabilite´ de ruine
par rapport a` la re´serve initiale
∂ψ
∂u
(u, t),
et donc a` la densite´, si elle existe, de l’infimum du processus de risque
sur une pe´riode de temps fini car dans ce cas
(5.3) − ∂ψ
∂u
(u, t)
est e´gal a` la densite´ de
M[0,T ] = inf
t∈[0,T ]
(R(t)−R(0))
au point −u. Ici, la re´serve courante de la compagnie d’assurances est
suppose´e eˆtre de´finie par
R(t) = u+ C(t)− St,
ou` (St)t≥0 est un processus de Poisson compose´ a` sauts positifs, et ou`
C est une fonction qui e´value´e en t ≥ 0 repre´sente l’ensemble des co-
tisations accumule´es par la compagnie jusqu’a` la date t, en excluant
la re´serve initiale u. Si l’on se plac¸ait dans le cas le plus classique, on
aurait C(t) = ct, ou` c est le taux de cotisation par unite´ de temps. Ici
en pratique on supposera que C est une fonction continuˆment de´rivable
de de´rive´e borne´e infe´rieurement par une constante strictement posi-
tive (ce qui garantit au passage l’existence de sa bijection re´ciproque
que nous noterons C−1).
Privault et Wei [156] avaient utilise´ des techniques du calcul de Mal-
liavin sur l’espace de Poisson pour calculer la sensibilite´ de la probabi-
lite´ que la re´serve terminale soit strictement ne´gative
P (R(T ) < 0)
par rapport a` la re´serve initiale. Pour une introduction au calcul de
Malliavin, nous renvoyons le lecteur au livre de Nualart [143], ainsi
qu’a` Privault [155] et Carlen et al. [44] pour son adaptation a` l’espace
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Figure 6. Densite´ de l’infimum du processus de risque,
calcule´e par la me´thode des diffe´rences finies et par
inte´gration par parties.
de Poisson.
Toutefois nous ne pouvions pas utiliser les outils de Privault et Wei
[156] pour calculer la sensibilite´ recherche´e (5.3), car l’infimum du pro-
cessus sur [0, T ], contrairement a` la valeur terminale du processus, ne
respecte pas les conditions de re´gularite´ requises : par exemple, comme
on le voit sur la figure 6, dans le cas de sinistres de montants unitaires,
la densite´ de l’infimum du processus n’est pas continue et pre´sente des
sauts. Nous de´veloppons donc une approche alternative, fonde´e sur des
techniques d’inte´gration par parties. Nous obtenons entre autres une
formule qui est utile pour calculer directement la densite´ par simula-
tions de Monte Carlo :
Proposition 3. Re´sultat d’inte´gration par parties [127]
Supposons que C est C1 sur R+ avec C ′(t) > c > 0 pour tout t ∈ R+.
Alors la densite´ de probabilite´ conditionnelle gM[0,T ]|M[0,T ]<0 de M[0,T ]
au point y < 0 sachant que {M[0,T ] < 0} est e´gale a`
gM[0,T ]|M[0,T ]<0(y) =
λ(C−1)′(y)
P (M[0,T ] < 0)E
N(T )∑
j=1
1{y≤inf1≤l≤j(C(Tl)−Yl)}1{C(Tj−1)−Yj<y}1{y≤infj≤l≤N(T )(C(Tl)−Yl+1)}

+
λ(C−1)′(y)
P (M[0,T ] < 0)E
[
1{0<YN(T )+1+y<C(T )}1{C(TN(T ))<YN(T )+1+y}1{inf1≤l≤N(T )(C(Tl)−Yl)>y}
]
,
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y < 0, avec la convention inf ∅ = +∞.
Dans la proposition 3, les cotisations sont rec¸ues de manie`re de´termi-
niste avec un taux de cotisation minimum a` chaque instant. Nous
relaˆchons ensuite cette hypothe`se en permettant aux primes d’eˆtre sto-
chastiques et mode´lise´es par un processus (Zt)t≥0 nul en ze´ro, a` accrois-
sements inde´pendants et tel que pour tous 0 ≤ a < b,
inf
t∈[a,b]
Z(t)
admet une densite´. Un exemple typique correspond au cas ou` (Zt)t≥0
est un mouvement brownien.
Dans la grande majorite´ des travaux cite´s jusqu’a` pre´sent, les mon-
tants de sinistres e´taient repre´sente´s par des variables ale´atoires inde´pen-
dantes et identiquement distribue´es, et inde´pendantes du processus
d’arrive´e des sinistres. Voyons maintenant comment on peut essayer
de rendre moins strictes ces hypothe`ses pour prendre en compte des
corre´lations qui existent en pratique.
6. Modulation par un processus d’environnement
Markovien
Le mode`le avec modulation par un processus d’environnement mar-
kovien, introduit dans le domaine de la the´orie du risque par Asmussen
[13], et e´tudie´ ensuite en particulier par Frostig [79] et Asmussen et
Kella [20], peut eˆtre e´tendu a` un mode`le multirisques, que nous intro-
duirons ulte´rieurement (voir page 38). Nous le pre´sentons maintenant
car ce cadre va nous servir a` construire un mode`le avec une corre´lation
dynamique entre les montants de sinistre au chapitre 7. Soit n le nombre
fini d’e´tats possibles de l’environnement. Soit (Jt)t≥0 un processus mar-
kovien a` temps continu repre´sentant l’e´tat de l’environnement a` la date
t, et pour chaque e´tat de la nature 1 ≤ i ≤ n, soient
X i(t) = Si(t)− cit
des processus de Le´vy inde´pendants et d’exposants
ri(α) = ln
(
E
[
eαX
i(1)
])
.
Soit Tp l’instant du p
ie`me saut du processus (Jt)t≥0. On construit le
processus (X(t))t≥0 module´ par le processus d’environnement (Jt)t≥0
de la manie`re suivante :
X(t)−X(0) =
∑
p≥1
∑
1≤i≤n
(X i(Tp)−X i(Tp−1)1{JTp−1=i,Tp≤t}
+
∑
p≥1
∑
1≤i≤n
(X i(t)−X i(Tp−1)1{JTp−1=i,Tp−1≤t<Tp}.
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La Figure 7 montre un exemple de modulation avec n = 2 e´tats. La
trajectoire bleue est celle d’un monde virtuel dans lequel on serait tou-
jours dans l’e´tat 1 (bleu) ; la trajectoire rouge correspond au monde
virtuel dans lequel on serait toujours dans l’e´tat 2 (rouge). En dessous,
la trajectoire mixte correspond a` une trajectoire qu’on pourrait obser-
ver dans le monde re´el avec une alternance de pe´riodes de se´jour dans
l’e´tat 1 et dans l’e´tat 2. Soit Q la matrice des taux de transition de
T
T
J(t)=1 J(t)=1 J(t)=1J(t)=2 J(t)=2 J(t)=2
T1 T2 T3 T4 T5
Figure 7. Exemple d’un processus de risque module´,
avec deux e´tats (un rouge, l’autre bleu)
(Jt)t≥0. De´finissons
F (α) = Q+ diag(r1(α), . . . , rn(α)).
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D’apre`s le lemme 2.1 d’Asmussen et Kella [20], en notant pour 1 ≤ i ≤
n,
1i = (0, . . . , 0, 1︸︷︷︸
i
, 0, . . . , 0),
MW (t, α) = eαX(t)1Jte
−F (α)t
est une martingale de dimension n (le nombre d’e´tats) pour tout α ∈ C
tel que tous les ri(α) existent et pour toute distribution de (X(0), J0).
Si h(α) est un vecteur propre (a` droite) de F (α) pour la valeur propre
λ(α), alors
N(t, α) = eαX(t)−λ(α)thJt(α)
est une martingale.
Cette modulation peut, par exemple, servir a` incorporer dans le mode`le
l’impact de facteurs climatiques sur l’occurrence de catastrophes natu-
relles, ou l’impact de la re´pression et du climat sur le nombre d’acci-
dents de la route et les couˆts qu’ils engendrent. Une version discre`te
de ce mode`le est utilise´e par Le´vi et Partrat [116] pour mode´liser les
variations annuelles des nombres de cyclones.
La modulation par un environnement markovien permet en ge´ne´ral de
cre´er de la surdispersion, souvent observe´e dans la re´alite´. Cela nous
permettra aussi dans l’article [38] e´voque´ au chapitre 7 de prendre
en compte des changements dans les niveaux de corre´lation entre mon-
tants de sinistres. Mais le principal atout de ce mode`le est qu’il permet,
combine´ a` des chocs communs, de traduire de fac¸on assez re´aliste la
de´pendance entre plusieurs branches d’activite´ d’une compagnie d’as-
surances (voir chapitre 9.1).
7. De´pendance stochastique en univers univarie´
7.1. Principaux types de de´pendance en the´orie du risque.
Nous avons de´ja` e´voque´ page 14 la formule que nous proposons dans
[113] pour la probabilite´ de ruine en temps fini dans le mode`le Poisson
compose´ quand les montants de sinistres admettent une structure de
de´pendance arbitraire. Cette formule ge´ne´rale peut eˆtre ame´liore´e ou
comple´te´e quand on pre´cise le type de de´pendance entre les montants
de sinistres. Nous verrons dans le chapitre 7.2 comment prendre en
compte le fait que les montants de sinistres sont souvent influence´s par
des facteurs communs, ce qui ge´ne`re une corre´lation ale´atoire, suscep-
tible de changer au cours du temps a` cause de l’incertitude de parame`tre
(voir Meyers [136]) ou a` des crises de corre´lation : des risques suppose´s
quasiment inde´pendants en re´gime de croisie`re peuvent soudain devenir
extreˆmement positivement corre´le´s en temps de crise. Des raisons pour
lesquelles les crises de corre´lation peuvent se produire sont expose´es
en de´tail dans le preprint coe´crit avec Pierre Arnal et Romain Durand
[123] et dans l’article [130]. Lorsqu’on est en pre´sence de montants de
sinistres de´pendants et qu’on souhaite obtenir la loi du montant de
DOCUMENT DE SYNTHE`SE 29
sinistre cumule´, des re´fe´rences utiles sont Barbe et al. [27], Albrecher
et al. [3], Kortschak et Albrecher [109] et Demarta [60]. Nous essayons
e´galement de prendre en compte ce type de phe´nome`ne dans le cadre
du risque de rachat en assurance-vie dans le preprint coe´crit avec Xa-
vier Milhaud [126].
Nous avons de´ja` brie`vement mentionne´ page 23 le fait qu’en pra-
tique, le taux de cotisation par unite´ de temps est souvent de´pendant
des sinistres passe´s, ce qui correspond a` une corre´lation entre le pro-
cessus des sinistres cumule´s et le processus (qui devient ale´atoire) des
cotisations cumule´es, avec retard et avec une me´moire plus ou moins
longue. Nous reviendrons plus en de´tail sur ce type de mode`le dans le
chapitre 3.3 de la deuxie`me partie de ce document de synthe`se.
Un autre type de corre´lation peut provenir de l’influence de l’arrive´e
des sinistres sur le processus de risque. Un premier exemple ou` l’impact
est sur le nombre de sinistres principalement correspond a` celui des pro-
cessus de type shot-noise, e´tudie´s en the´orie de la ruine par Albrecher
et Asmussen [2] : dans ce cas, lorsqu’un sinistre survient, cela engendre
un saut vers le haut pour l’intensite´ (qui est dans ce cas un processus) ;
l’intensite´ revient ensuite vers un niveau cible exponentiellement vite.
Ces processus peuvent dans certains cas avoir un comportement ex-
plosif, ce qui rejoint un peu par certains coˆte´s le phe´nome`ne de cercle
vicieux source de crises de corre´lation de´crit dans la pre´-publication
[123].
Au lieu d’avoir un impact sur lui-meˆme, le processus d’arrive´e des si-
nistres peut aussi avoir des conse´quences sur les montants de sinistres.
Dans le chapitre 7.3, nous introduirons des mode`les dans lesquels soit
le montant de sinistre et le temps inter-sinistres pre´ce´dent ou suivant
sont corre´le´s, soit une accumulation de temps inter-sinistres trop courts
ou trop longs joue sur la loi du montant de sinistre suivant.
Enfin, si nous avons choisi de distinguer plus bas corre´lation entre
montants de sinistres et corre´lation entre temps inter-sinistres et mon-
tants de sinistres, il faut pre´ciser que certains mode`les engendrent
des de´pendances moins faciles a` caracte´riser. Par exemple, dans la
pre´-publication [29] co-e´crite avec Mathieu Barge`s et Xavier Venel et
e´voque´e plus en de´tail page 56, nous nous inte´ressons a` l’influence des
sinistres importants sur les cycles de re´assurance. Dans ce cadre de
mode´lisation, les montants de sinistres ne sont plus inde´pendants, et
l’arrive´e de sinistres de montant important influence le taux de cotisa-
tion et e´ventuellement certains autres parame`tres.
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7.2. Corre´lation entre montants de sinistres. Dans l’article co-
e´crit avec Romain Biard et Claude Lefe`vre [38], nous commenc¸ons par
examiner l’impact de la de´pendance entre montants de sinistres sur la
probabilite´ de ruine, et remarquons un comportement analogue a` celui
observe´ par Paul Embrechts et ses co-auteurs au sujet de la Value-at-
Risk : dans le cas de montants de sinistres identiquement distribue´s et
de loi a` variation re´gulie`re d’ordre α > 0, la probabilite´ de ruine en
temps fini est asymptotiquement croissante en la corre´lation lorsqu’on
a α > 1 ; en revanche, pour des risques ”tre`s” extreˆmes comme certains
risques ope´rationnels, pour lesquels il est probable qu’on ait α < 1 (rap-
pelons que dans ce cas la moyenne est infinie), alors la corre´lation a
tendance a` diminuer la probabilite´ de ruine. Ceci peut paraˆıtre contre-
intuitif a` premie`re vue car la corre´lation entre des risques de pertes est
le plus souvent synonyme d’augmentation du risque global.
Pour rendre ce phe´nome`ne plus accessible, prenons l’exemple tre`s
sche´matique suivant. Imaginons deux cataclysmes susceptibles de se
produire chacun avec probabilite´ 10−6, et qui ne laisserait dans ce cas
aucun survivant : une collision d’une grosse me´te´orite avec la Terre, et
une pande´mie foudroyante. Les indicatrices de survenance de ces deux
e´ve´nements semblent a` premie`re vue relativement inde´pendantes, ce qui
conduit a` une probabilite´ d’extinction de notre espe`ce d’a` peine moins
de 2.10−6. Tout philanthrope pre´fe´rerait a` cette situation d’inde´pen-
dance la situation de de´pendance positive parfaite (ou comonotonie,
voir les travaux de Marc Goovaerts et ses co-auteurs sur ce sujet) dans
laquelle soit les deux cataclysmes se produisent simultane´ment (avec
probabilite´ qC = 10
−6), soit aucun des deux cataclysmes ne se produit
avec probabilite´ 1−qC , puisque cela permettrait de diviser la probabilite´
d’extinction d’un facteur voisin de 2. La probabilite´ de ruine en temps
fini se comporte donc un peu comme la Value-at-Risk, alors que l’aire
en rouge moyenne qui sera de´finie dans le chapitre 8.2 se comporte vis-
a`-vis de la corre´lation un peu plus comme la Tail-Value-at-Risk (de´finie
comme une moyenne des Value-at-Risk de niveau supe´rieur au seuil de
la Tail-Value-at-Risk) : augmenter la corre´lation augmentera en ge´ne´ral
la vision du risque.
Nous permettons ensuite (toujours dans [38]) a` la corre´lation entre
les montants de sinistres de varier au cours du temps afin de prendre
en compte d’e´ventuelles crises de corre´lation e´voque´es plus haut. Afin
de simplifier le proble`me, nous conside´rons le cas ou` la corre´lation
de´pend de l’e´tat de l’environnement, de´crit par un processus marko-
vien a` nombre d’e´tats fini. Le caracte`re markovien de ce processus
d’environnement pourrait tout a` fait eˆtre assoupli. Toutefois, dans le
cas markovien, nous sommes capables d’obtenir des formules expli-
cites pour l’e´quivalent de la probabilite´ de ruine en temps fini pour
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des montants de sinistres distribue´s selon des lois a` variation re´gulie`re
dans chaque e´tat. Le coefficient de variation re´gulie`re peut diffe´rer d’un
e´tat a` l’autre. Lorsque le plus petit de ces coefficients est un entier α
(force´ment supe´rieur ou e´gal a` 1), nous sommes en mesure, pour un
certain nombre de types de de´pendance entre montants de sinistres, de
calculer explicitement pour tout horizon de gestion T > 0 la limite
lim
u→+∞
ψ(u, T )
u−α
.
Ce calcul fait intervenir les nombres de Stirling de seconde espe`ce ainsi
que des formules re´cursives sur les moments des temps passe´s par un
processus markovien a` nombre d’e´tats fini dans un certain e´tat i en
partant d’un certain e´tat j dues a` Castella et al. [45]. Notons que
dans certains mode`les faisant intervenir des sinistres comonotones, la
de´pendance est persistante : on peut dans certains cas, si on le souhaite,
permettre d’avoir avoir une certaine probabilite´ des sinistres e´gaux a` un
certain W0 ale´atoire dans chaque passage dans un certain e´tat (la valeur
de W0 n’e´tant pas re´initialise´e a` la sortie de l’e´tat en question). Cela
peut permettre d’approcher des situations dans lesquelles on de´boucle
une situation financie`re de´licate par des chocs importants espace´s tre`s
corre´le´s.
Dans les mode`les de l’article [38] e´voque´s plus haut, la corre´lation
provenait essentiellement du processus d’environnement, qui pourrait
e´ventuellement moduler e´galement la fre´quence des sinistres (cela ne
poserait pas de proble`me technique). Toutefois, un autre type de corre´-
lation mentionne´ pre´ce´demment correspond aux phe´nome`nes d’accu-
mulation de risque (par exemple en cas de pluies trop rapproche´es pour
le risque d’inondation, ou en cas d’absence prolonge´e d’ajustement ou
de trop petit nombre d’ajustements de la crouˆte terrestre dans le cas
des se´ismes). C’est ce que nous essayons de prendre en compte dans
l’article co-e´crit avec Romain Biard, Claude Lefe`vre et Haikady Naga-
raja [35].
7.3. Corre´lation entre temps inter-sinistres et montants de si-
nistres. La de´pendance entre les temps inter-sinistres et les montants
des sinistres a e´te´ e´tudie´e dans plusieurs travaux en the´orie de la ruine.
Dans Albrecher et Boxma [6], le temps inter-sinistres est de´pendant
du montant du sinistre qui le pre´ce`de. Plus pre´cise´ment, si le montant
Wj du je`me sinistre est plus grand qu’une certaine barrie`re, alors le
temps d’attente du prochain sinistre est distribue´ selon une loi expo-
nentielle de parame`tre λ1, dans le cas contraire, le temps d’attente est
distribue´ selon une loi exponentielle de parame`tre λ2. Dans ce mode`le,
Albrecher et Boxma [6] obtiennent des re´sultats explicites de la trans-
forme´e de Laplace de la probabilite´ de ruine. Albrecher et Teugels [10]
conside`rent que chaque montant de sinistre est corre´le´ avec le temps
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inter-sinistre pre´ce´dent et non plus suivant. Dans ce cadre, des re´sultats
asymptotiques de la probabilite´ de ruine en temps fini et infini sont ob-
tenus dans le cas de montants de sinistres ayant une distribution a`
queue le´ge`re pour une structure de de´pendance arbitraire. Supposant
e´galement de´pendants le montant de sinistre et le temps inter-sinistre
pre´ce´dent, Boudreault et al. [39] e´tudient la fonction de pe´nalite´ de
Gerber-Shiu (qui sera introduite au chapitre 8.1) et conside`rent une
forme particulie`re de de´pendance en de´finissant la densite´ condition-
nelle fWj |Vj du montant du je`me sinistre Wj sachant le temps inter-
sinistre pre´ce´dent Vj par
fWj |Vj(x) = e
−βVjxf1(x) + (1− e−βVj)f2(x) x ≥ 0 ,
pour un certain β > 0, et certaines densite´s f1 et f2. Dans Meng et
al. [135], le temps pre´ce´dant un sinistre influence la distribution de
son montant ; si le temps inter-sinistre Vi est plus grand qu’une cer-
taine barrie`re Mi alors le montant du sinistre aura une certaine dis-
tribution, dans le cas contraire, le montant du sinistre aura une dis-
tribution diffe´rente. La probabilite´ de non-ruine en temps infini est
calcule´e avec des montants de sinistres exponentiels. Enfin, Ambagas-
pitiya [11] mode´lise la loi jointe du temps inter-sinistre et du mon-
tant du sinistre suivant par deux distributions gamma bivarie´es et cal-
cule dans son mode`le la probabilite´ de ruine en temps infini. Dans la
pre´-publication [28] co-e´crite avec Mathieu Barge`s, He´le`ne Cossette et
Etienne Marceau, nous nous inte´ressons aux moments escompte´s du
cumul des sinistres en temps fini dans un mode`le ou` les temps inter-
sinistres et les montants de sinistres sont de´pendants et admettent
une loi jointe bien particulie`re, en laissant la possibilite´ de prendre
en compte d’e´ventuelles crises d’inflation.
Le mode`le que nous proposons dans [35] peut eˆtre vu comme une ex-
tension de certains travaux pre´ce´demment cite´s : cette fois, en gardant
de la de´pendance entre les montants de sinistres utilisant les re´sultats
de l’article [38], la distribution d’un montant de sinistre de´pend de plu-
sieurs temps inter-sinistre qui le pre´ce`dent ; ceci permet de mode´liser
des phe´nome`nes d’accumulation propres aux risques de tremblement de
terre ou d’inondation par exemple, et de mieux prendre en conside´ration
le passe´ du processus. Si une personne boit des bie`res de fac¸on trop
rapproche´e, au bout d’un certain nombre d’intervalles conse´cutifs trop
courts entre deux bie`res, la bie`re suivante risque de produire un ef-
fet de´cuple´. Cela correspond au phe´nome`ne de pluies re´pe´te´es pour le
risque d’inondation que nous conside´rons dans [35]. A l’inverse, si une
personne laisse passer beaucoup trop de temps entre les prises de bie`re
de manie`re re´pe´te´e, alors son corps risque de se de´shabituer et de re´agir
plus violemment a` la prochaine bie`re. Cela correspond au risque d’ajus-
tement trop peu fre´quents de la crouˆte terrestre pour le risque sismique
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que nous conside´rons e´galement dans [35]. Nous y obtenons de manie`re
re´cursive les lois du nombre M+(n, k, t, τ) de se´quences entre 0 et t de
k temps inter-sinistres plus grands que τ (risque de type sismique) et
du nombre M−(n, k, t, τ) de se´quences entre 0 et t d’au moins k temps
inter-sinistres plus petits que τ (risque de type inondation), ainsi que
des e´quivalents de la probabilite´ de ruine en temps fini.
8. Au-dela` de la probabilite´ de ruine : fonctions de
pe´nalite´
La probabilite´ de ruine peut sembler trop binaire, comme toute pro-
babilite´ de franchissement de barrie`re. On peut comple´ter cette vision
par un calcul de sensibilite´ (voir chapitre 5), ou par des mesures de
risque qui prennent en compte la gravite´ de la situation si la barrie`re
est franchie comme la se´ve´rite´ de la ruine
| u+XTu |,
ou le temps e´coule´ avant la ruine
Tu = inf{t > 0, u+Xt < 0}
appele´ instant de ruine (voir par exemple Gerber [84], Dufresne et
Gerber [73] et Picard [150]). On peut aussi conside´rer le temps passe´
en-dessous de ze´ro entre la premie`re ruine et le re´tablissement T ′u−Tu,
ou`
T ′u = inf{t > Tu, u+Xt = 0},
la se´ve´rite´ agre´ge´e de la ruine jusqu’au re´tablissement
J(u) =
∫ T ′u
Tu
|u+Xt|dt,
ou encore le temps total passe´ en-dessous de ze´ro
τ(u) =
∫ +∞
0
1{u+Xt<0}dt
e´tudie´ par Dos Reis [71] en utilisant les re´sultats de Gerber [84]. La
distribution du temps de ruine et du temps passe´ en dessous de ze´ro
est aussi e´tudie´e par Picard [150] , Frostig [80], Dos Reis [72], et Gerber
et Shiu [86].
On peut aussi s’inte´resser aux probabilite´s
f(u, x, y) = P(Tu < +∞,−Ru(Tu) > x,Ru(T−u ) > y).
Remarquons que pour x = y = 0, on retrouve la probabilite´ de ruine
ψ(u) = f(u, 0, 0). Pour un processus de Poisson compose´ avec distri-
bution de montant de sinistre W , on a la formule explicite pour une
re´serve initiale nulle :
f(0, x, y) =
λ
c
∫ +∞
x+y
F¯W (v)dv
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ou` F¯W est la fonction de survie de W (voir par exemple le livre de
Rolski et al. [160] pour la preuve). Ce re´sultat peut eˆtre ge´ne´ralise´ a`
une classe plus large de processus. Lin et Wilmott [119, 118] ont e´tudie´
les proprie´te´s et les moments du temps de ruine, du de´ficit juste apre`s
et du surplus juste avant la ruine et des fonctionnelles de ces quantite´s
introduites par Gerber et Landry [85]. Usa´bel [180] donne des moyens
pratiques d’approcher f(u, x, y).
8.1. Fonction de pe´nalite´ escompte´e de Gerber-Shiu. Depuis
maintenant quelques anne´es, une autre fonction de risque est apparue,
et a fait maintenant l’objet de nombreux papiers et de trois confe´rences
spe´cialise´es ; il s’agit de la fonction de pe´nalite´ escompte´e de Gerber-
Shiu. Cette fonction est apparue dans Gerber et Shiu [86] en 1998 et
est de´finie comme suit :
ϕ(u) = E
[
e−δτw (R(τ−), | R(τ) |)1τ<∞|R(0) = u
]
,
ou` τ = inf{t ≥ 0, R(t) < 0} est l’instant de ruine, δ ≥ 0 est un fac-
teur d’actualisation, et w est une certaine fonction positive de´finie sur
[0,∞[2, normalement croissante en son deuxie`me argument. Hans Ger-
ber aime a` dire que ceux qui sont avec lui utilisent la notation ϕ, alors
que ceux qui sont contre lui utilisent la notation m. Etant donne´ qu’il
est un de mes rapporteurs, je privile´gie donc ici la premie`re notation...
Si l’on choisit δ = 0 et w ≡ 1, on retrouve la probabilite´ de ruine en
temps infini. Plus ge´ne´ralement, pour w ≡ 1 et δ ≥ 0, ϕ correspond a`
la transforme´e de Laplace du temps de ruine au point δ. Pour δ = 0 et
w(x, y) = y, on obtient la se´ve´rite´ de la ruine. Avec Corina Constanti-
nescu, Claude Lefe`vre et Didier Rullie`re, nous comptons adapter a` un
cadre discret certaines techniques de calcul de la fonction de pe´nalite´ de
Gerber-Shiu de´veloppe´es dans Albrecher et al. [7] et faisant intervenir
le calcul symbolique.
Les mesures de risque en pre´sence de plusieurs sources de risque et
les proble`mes d’allocation optimale de capital qui en de´coulent seront
e´voque´s dans la partie de l’introduction consacre´e aux mode`les multi-
dimensionnels (voir pages 40 et suivantes).
8.2. Aire en dessous de ze´ro. Dans l’hypothe`se ou` la compagnie,
en cas de ruine, a l’opportunite´ de combler sa dette sous la forme d’un
emprunt tant que sa richesse alge´brique est ne´gative, l’aire entre le
processus et ze´ro quand celui-ci est en-dessous de ze´ro (voir figure 8)
peut eˆtre interpre´te´e comme un multiple des inte´reˆts a` payer par la
compagnie jusqu’au retour a` la solvabilite´.
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Pour mesurer cela, conside´rons un processus de risque univarie´ (R(t))t≥0
et de´finissons, pour u, T > 0,
(8.1) IT (u) =
T∫
0
1{R(t)<0}|R(t)|dt .
(8.1) correspond a` l’aire de´limite´e d’une part par la droite d’e´quation
y = 0 et d’autre part par la trajectoire du processus de risque (R(t))t≥0
lorsque celui-ci est ne´gatif. Sur la Figure 8, (8.1) correspond a` l’aire en
rouge. Nous pouvons ainsi de´finir comme indicateur de risque pour
un processus univarie´ (R(t))t≥0, l’espe´rance de IT (u). En conside´rant
T
Figure 8. Partie ne´gative du processus inte´gre´ par rap-
port au temps.
un horizon de temps infini, on peut obtenir E[I∞(u)] a` partir de la
probabilite´ de ruine ψ(u) en utilisant les re´sultats ci-dessous obtenus
dans [122].
The´ore`me 8. Soit T ∈ R+, (Yt)t∈[0,T ) un processus de renouvelle-
ment (qui peut-eˆtre module´ par un processus d’environnement avec un
nombre d’e´tats finis) inte´grable par rapport au temps. Soit u ∈ R, no-
tons par τ(u, T ) la variable ale´atoire correspondant au temps passe´ par
le processus u+ Yt sous la barrie`re ze´ro entre 0 et T :
τ(u, T ) =
∫ T
0
1{u+Yt<0}dt,
Soit τ0(u, T ) le temps passe´ en ze´ro par le processus u + Yt entre 0 et
T :
τ0(u, T ) =
∫ T
0
1{u+Yt=0}dt.
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Enfin, soit IT (u) repre´sentant l’inte´grale par rapport au temps de la
partie ne´gative du processus u+ Yt entre 0 et T :
IT (u) =
T∫
0
1{u+Xt<0}|u+Xt|dt
et f(u) = E(IT (u)).
Pour u ∈ R, si E (τ0(u, T )) = 0, alors f est de´rivable en u et f ′(u) =
−E (τ(u, T )).
The´ore`me 9. Soit Yt = ct − S(t), avec S(t) un processus de Poisson
compose´. Soit T < +∞ et h de´fini par h(u) = E(τ(u)) pour u ∈ R. h
est de´rivable sur R+∗ = (0,∞), et pour u > 0,
h′(u) = −1
c
E
(
N0(u, T
)
),
ou` N0(u, T ) = Card ({t ∈ [0, T ], u+ ct− S(t) = 0}). De plus pour
T =∞, si τ(u) est inte´grable pour tout u > 0,
(8.2) E
(
N0(u,∞)) = ψ(u)
1− ψ(0) .
Dans le mode`le Poisson compose´, de`s qu’on a une formule expli-
cite pour la probabilite´ de ruine en partant de u ≥ 0, il est possible
apre`s deux inte´grations d’en de´duire une formule explicite pour l’aire
moyenne en rouge en-dessous de zero en temps infini (voir Loisel [121]).
Dans l’article [36], on utilise (3.1) et d’autres formules pour faire
l’analyse asymptotique de l’aire moyenne en rouge quand la re´serve
initiale tend vers l’infini. Ces mesures de risque sont de´finies par rap-
port a` la richesse globale de la compagnie, en agre´geant les richesses
de ses diffe´rentes branches. Dans le mode`le multirisques, nous verrons
des propositions d’extension de ces mesures de risque en pre´sence de
plusieurs sources de risque. Voyons donc quels types de mode`les et
quels indicateurs de risque sont pertinents et e´tudie´s en univers multi-
varie´, avant d’e´voquer les re´sultats d’allocation optimale obtenus dans
l’article [36].
9. Mode`le multi-branches
Il est e´vident que la somme des richesses est un indicateur important
pour appre´cier la solvabilite´ de l’entreprise. Toutefois, il est discutable
que cet indicateur soit suffisant pour la de´crire totalement.
En effet, il semble logique que les actionnaires redoutent en cas
de de´se´quilibre entre les branches, de devoir combler dans le futur
les dettes appele´es a` empirer au de´triment de versements de divi-
dendes qui pourraient avoir lieu dans une configuration plus stable.
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De plus, les proble`mes de gestion interne de la compagnie et les nou-
velles re´glementations sont susceptibles de cre´er des besoins d’analyse
multidimensionnelle. Par exemple, il n’est pas clair qu’un re´assureur
ayant des ope´rations dans le monde entier pourra se contenter d’un
capital de solvabilite´ global au niveau groupe en profitant de l’effet de
diversification ge´ographique (par exemple entre l’Europe, bientoˆt sou-
mise au re´fe´rentiel Solvabilite´ II, et l’Ame´rique). En effet, les efforts
pour essayer de coordonner la supervision des groupes internationaux
butent sur de nombreuses questions politiques, e´conomiques et autres.
Il faudra donc probablement un capital de solvabilite´ pour chaque zone,
ce qui oblige les strate`ges du groupe a` adopter une vision multivarie´e
en plus de la vision agre´ge´e.
De plus, dans une de´marche de gestion globale de leurs risques, les
compagnies commencent a` allouer le capital e´conomique calcule´ au ni-
veau groupe vers les branches d’activite´, de manie`re a` re´percuter sur les
assure´s le couˆt de l’immobilisation du capital de manie`re plus e´quitable
(en fonction de la contribution de la branche au besoin en capital glo-
bal et a` l’effet de diversification). Cela correspond a` des proble´matiques
d’allocation optimale que nous e´voquerons au chapitre 9.3.
Ces conside´rations ame`nent a` conside´rer l’e´volution conjointe des
richesses des K ≥ 1 branches d’activite´ d’une compagnie d’assurance,
et donc d’un processus multivarie´
R(t) =
(
R(1)(t), ..., R(K)(t)
)
.
Ces branches peuvent repre´senter des filiales diffe´rentes, des secteurs
d’activite´ diffe´rents (assurance sante´, habitation, automobile, respon-
sabilite´ civile) ou encore des activite´s, diffe´rentes ou identiques, dans
diffe´rents continents, pays ou re´gions. On trouve aussi des articles dans
lesquels la premie`re branche correspond a` un assureur et la deuxie`me
a` un re´assureur (voir par exemple Avram et al. [24, 23]).
9.1. Processus de risque multivarie´ et de´pendances inter-branches.
Picard et al. [152] et Collamore [49] conside`rent des marches ale´atoires
a` accroissement inde´pendants, de loi jointe quelconque sur une sorte
de sous-re´seau de Zd avec des ge´ne´ralisations des polynoˆmes d’Appell
pour Picard et al. [152], et dans Rd avec des me´thodes de grandes
de´viations pour Collamore [49]. Ces mode`les sont inte´ressants et as-
sez ge´ne´raux, mais pre´sentent le le´ger de´faut de conside´rer que ce qui
se produit pour la branche 2 a` la pe´riode 1 est corre´le´ avec ce qui se
passe pour la branche 1 a` la pe´riode 1, mais inde´pendant de ce qui se
passe pour la branche 1 a` la pe´riode 2. Il y a en effet un de´se´quilibre
entre l’inde´pendance temporelle et la totale ge´ne´ralite´ de la distribution
multidimensionnelle des montants cumule´s de sinistres sur une pe´riode.
Avram et al. [24, 23] s’inte´ressent a` l’e´volution conjointe de la richesse
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Figure 9. Deux branches d’activite´ module´es par le
meˆme processus d’environnement
d’un assureur et de son re´assureur. La re´assurance e´tant de type pro-
portionnel, la de´pendance entre les deux composantes est totale, et la
probabilite´ qu’au moins une des deux branches soit ruine´e (que nous
appellerons bientoˆt ψor a` partir de la page 40) se rame`ne a` la probabi-
lite´ qu’un processus univarie´ touche au moins une parmi deux barrie`res.
Pour identifier la source de la corre´lation entre les branches, comme
cela e´tait explique´ dans ma the`se [128], on peut se´lectionner deux
phe´nome`nes principaux :
– dans certains cas, l’influence du climat, des marche´s financiers, de
la re´pression et de la pre´vention routie`re, ou d’autres parame`tres
peuvent avoir un impact sur la fre´quence de sinistres a priori
inde´pendants les uns des autres une fois le climat et les autres pa-
rame`tres influents fixe´s. Typiquement, une anne´e particulie`rement
pluvieuse peut causer une augmentation du nombre d’accidents, le
seul point commun entre deux accidents dans deux re´gions diffe´ren-
tes e´tant la de´gradation des conditions de circulation par la pluie.
Cela correspond a` la modulation du processus d’arrive´e des si-
nistres par un processus repre´sentant l’e´tat de variables d’environ-
nement commun aux branches d’activite´ (voir figure 9 pour un
exemple avec K = 2 branches).
– Dans d’autres cas, un e´ve´nement unique peut induire des sinistres
dans plusieurs branches d’activite´s diffe´rentes. Par exemple, pour
un accident de voiture, il faut dans certains cas re´parer la voi-
ture (branche automobile), indemniser et re´parer les dommages
cause´s au tiers (responsabilite´ civile), et indemniser le conducteur
en cas d’invalidite´ ou prendre en charge des frais de sante´. Ces
phe´nome`nes peuvent se produire e´galement pour deux branches
d’activite´ relie´es de fac¸on moins e´vidente et situe´es dans deux zones
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ge´ographiques tre`s diffe´rentes, comme la branche assurance de´ce`s
sue´doise et la branche assurance ouvrages de l’Asie du sud-est ! Le
tsunami de 2004 a en effet ravage´ le sud-est asiatique, endroit de
ville´giature des Sue´dois pour y passer leurs vacances en hiver, et
de´truit ou fortement endommage´ de nombreux ports (voir la pre´-
publication [123] co-e´crite avec Pierre Arnal et Romain Durand
pour plus de de´tails). Le mode`le le plus classique pour prendre en
compte cette e´ventualite´ est le mode`le de chocs communs de Pois-
son. Lindskog et McNeil [120] ont travaille´ sur des proble`mes de
risque de cre´dit faisant intervenir des mode`les a` chocs communs.
Sundt [175] fournit une sorte de ge´ne´ralisation de la formule de
Panjer pour le calcul de distributions Poisson compose´es multi-
varie´es.
La mode´lisation du premier phe´nome`ne a de´ja` e´te´ e´voque´e en dimen-
sion 1 page 26. En plus des travaux de´ja` cite´s sur ce sujet dans le
mode`le unidimensionnel, il faut mentionner l’article de Masuda et al.
[174], qui ont e´tudie´ des proprie´te´s d’un processus de Poisson multidi-
mensionnel module´ par un environnement markovien dans le domaine
des files d’attente. De plus, les proble`mes d’infe´rence statistique pour
les parame`tres de ce type de processus ont e´te´ examine´s par Ryde´n
[164, 165].
L’environnement commun peut en particulier favoriser l’apparition
de crises de corre´lation au sein de plusieurs branches simultane´ment,
ou entre des branches diffe´rentes. Un prolongement de l’article [38]
e´voque´ page 28 correspond a` la premie`re des perspectives de recherche
en the´orie de la ruine e´voque´es apre`s les deux nouvelles the´matiques
(extrema s-convexes et risque de longe´vite´) dans le chapitre 3.1 de
la partie II, avec un sujet connexe, qui concerne la de´tection et les
proble`mes d’estimation dans ces mode`les multivarie´s a` environnement
markovien commun. Nous travaillons en effet actuellement avec Armelle
Guillou et Gilles Stupfler sur des proble`mes lie´s a` ceux conside´re´s par
Ryde´n [164, 165] (voir page 56).
On peut aussi incorporer dans ce type de mode`le une influence de la
situation financie`re des autres sur le comportement d’une branche d’ac-
tivite´ de la compagnie. Cela permet de de´finir le processus modifie´ par
la strate´gie de barrie`re (b1, . . . , bK) : quand une branche k parvient au
niveau maximal bk, les primes sont reverse´es sous forme de dividendes
jusqu’au prochain instant de sinistre frappant la branche k. Il semble
toutefois inconcevable de verser des dividendes aux actionnaires alors
que les autres branches vont tre`s mal. De plus, il est tre`s probable que
la situation financie`re des autres branches ait un impact, d’une fac¸on ou
d’une autre, sur chaque branche. Dans cet esprit, nous avions conside´re´
dans l’article [130] (qui faisait partie de ma the`se) des processus pour
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lesquels les taux de cotisations sont fonctions de la position du pro-
cessus. Nous avions montre´ qu’il e´tait possible de calculer la moyenne
des dividendes verse´s aux actionnaires et de ceux qui avaient duˆ eˆtre
utilise´s pour payer des pe´nalite´s a` cause de l’insolvabilite´ temporaire
d’une autre branche. Nous avions aussi calcule´ le temps moyen de ruine
de la branche principale et la loi de la richesse des autres branches a`
cet instant, ce qui donnait une information sur la capacite´ des autres
branches a` faire face a` la de´faillance de la branche principale.
9.2. Crite`res de risque. Barrieu et El Karoui [31], Picard et al. [152]
se sont inte´resse´s a` la probabilite´ que le processus entre avant un temps
fini dans une zone d’insolvabilite´, et principalement a` la probabilite´
qu’au moins une des branches soit ruine´e avant un temps fini. Il est
possible de choisir d’autres formes de zones de solvabilite´ (voir la the`se
de Romain Biard [37] et la mienne [128], ainsi que Cai et Li [42]), un
peu a` la manie`re des domaines d’acceptance de´finis par Artzner et al.
[12] ou Barrieu et El Karoui [31].
Voici une pre´sentation des concepts principaux de probabilite´ de
ruine multivarie´e, en suivant les notations de Cai et Li [42]. Pour T > 0
et
u = (u(1), . . . , u(K)) ∈ (0,∞)K
tel que le vecteur des re´serves initiales R(0) soit e´gal a` u, on de´finit la
probabilite´ ψsum (9.1) que la richesse agre´ge´e (la somme des richesses
des branches) devienne a` un certain moment ne´gative :
(9.1) ψsum(u, T ) = P
(
∃t ∈ [0, T ],
K∑
j=1
R(j)(t) < 0
)
.
L’impact de la de´pendance entre les risques sur le processus somme a
e´te´ par exemple conside´re´ par Denuit et al. [62]. Cette probabilite´ ψsum
(9.1) est a` mon sens une fausse probabilite´ de ruine multivarie´e, puisque
son analyse conduit a` e´tudier au final un processus univarie´. La (vraie)
probabilite´ de ruine multivarie´e la plus fre´quemment rencontre´e dans
la litte´rature est la probabilite´ ψor (9.2) qu’au moins une des branches
soit ruine´e avant la date T :
(9.2) ψor(u, T ) = P
(∃1 ≤ j ≤ K, ∃tj ∈ [0, T ], R(j) (tj) < 0) .
La probabilite´ de ruine multivarie´e ψor (9.2) n’est pas le bon indica-
teur de risque a` regarder en premier pour choisir ses risques. En effet,
calculer uniquement la probabilite´ qu’au moins une branche soit ruine´e
avant un temps fini donne´ va a` l’encontre du principe de recherches de
risques plus ou moins compensatoires les uns des autres (et donc de
l’effet de diversification au niveau groupe). Picard et al. [152] montrent
en effet que si les branches sont positivement corre´le´es sous une certaine
forme, alors les temps de ruine sont aussi positivement corre´le´s, ce qui
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diminue la probabilite´ de ruine ainsi de´finie. Cela signifie pour moi que
ψor (9.2) ne doit pas eˆtre utilise´e comme outil de choix des risques dans
lesquels investir, mais plutoˆt a` un deuxie`me stade, une fois la politique
de souscription des risques choisie (par exemple a` l’aide de l’indicateur
de risque ψsum (9.1)), dans la perspective du choix de l’allocation op-
timale de la re´serve entre les branches par exemple (voir chapitre 9.3).
La probabilite´ de ruine ψand (9.3) est de´finie comme la probabilite´ que
toutes les branches soient ruine´es avant la date T , mais pas force´ment
simultane´ment, ce qui peut permettre par le jeu de solidarite´ entre les
branches (si cela est autorise´ et si le groupe n’est pas ruine´ au niveau
agre´ge´) de garder une chance de poursuivre l’activite´, probablement au
prix d’une certaine pe´nalite´ due a` l’insolvabilite´ temporaire de chaque
branche (que l’on cherchera a` minimiser dans le chapitre 9.3 sur l’allo-
cation optimale de re´serve) :
(9.3) ψand(u, T ) = P
(∀1 ≤ j ≤ K, ∃tj ∈ [0, T ], R(j) (tj) < 0) .
La probabilite´ de ruine ψsim (9.4) est la probabilite´ d’un e´ve´nement
beaucoup plus de´favorable et re´dhibitoire : le fait que toutes les branches
de la compagnie soient simultane´ment dans le rouge a` une certaine date.
Dans ce cas, la poursuite des activite´s semble difficilement envisageable.
Cette probabilite´ est formellement de´finie par
(9.4) ψsim(u, T ) = P
(∃t ∈ [0, T ], ∀1 ≤ j ≤ K, R(j) (t) < 0) .
Ces quatre de´finitions co¨ıncident bien entendu en dimension 1. On
peut naturellement de´finir les probabilite´s de ruine correspondantes
en temps infini en prenant T = ∞. On pourrait aussi introduire des
concepts e´quivalents aux probabilite´s de de´clenchement de produits de
type ith-to default en risque de cre´dit, pour lesquels une indemnisa-
tion sera verse´e de`s qu’au moins i parmi les K noms concerne´s ont fait
de´faut avant la maturite´.
Dans sa the`se [37], Romain Biard e´tudie une autre probabilite´ de
ruine multivarie´e, de´finie par Hu et Lin [99] : pour β ∈ [0, 1], soit
(9.5) Fβ =
{
x : β
d∑
k=1
(
x(k) ∨ 0) < − d∑
k=1
(
x(k) ∧ 0)} ,
ou` ∨ = min et ∧ = max. Pour T > 0, la probabilite´ de ruine multi-
varie´e en temps fini ψd,β(u, T ) est de´finie comme la probabilite´ que le
processus de risque multivarie´ (R(t))t≥0 appartienne a` Fβ a` un certain
moment t avant T . Explicitement, pour T > 0, on a
(9.6) ψd,β(u, T ) = P (∃t ∈ [0, T ], R(t) ∈ Fβ) .
On a aussi, en temps infini
(9.7) ψd,β(u) = P (∃t > 0, R(t) ∈ Fβ) .
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Figure 10. Fβ pour β = 0,
1
2
et 1 en dimension 2
Remarque 1. – L’ensemble Fβ correspond a` la possibilite´ de transfe´rer
du capital entre les branches ; une branche d’activite´ qui est dans
une position confortable au regard de sa solvabilite´ peut transfe´rer
une fraction β de sa richesse vers une autre branche qui est en
position d’insolvabilite´.
– Pour β = 0, les transferts de capitaux ne sont pas autorise´s et
donc ψd,0 = ψor.
– Pour β = 1, les transferts sont autorise´s sans aucune restriction
et ψd,1 = ψsum.
La Figure 10 repre´sente l’ensemble Fβ pour β = 0,
1
2
et 1 en dimen-
sion 2.
Dans l’article [36] co-e´crit avec Romain Biard, Claudio Macci et Noe¨l
Veraverbeke, nous nous inte´ressons a` un autre crite`re de risque que
j’avais introduit dans l’article [121] pendant ma the`se [128]. Ce crite`re
de risque prend en conside´ration le comportement du processus lorsque
certaines de ses composantes sont ne´gatives et correspond a` la somme
des indicateurs univarie´s de´finis pour une branche en (8.1). Le but est
de diffe´rencier des branches d’activite´ en ruine avec un de´ficit petit et
donc assez facile a` combler, d’une autre compagnie qui est en ruine soit
tre`s longtemps, soit avec un de´ficit conse´quent, soit les deux. Il s’agit
de l’espe´rance de la somme des aires de´limite´es par la droite y = 0 et
par la partie ne´gative de chaque branche d’activite´, (sur la figure 11,
en dimension 2, cela correspond a` l’espe´rance de l’aire en rouge plus
l’espe´rance de l’aire en bleu), c’est-a`-dire que nous nous inte´ressons a`
la fonction
(9.8) IT (u) =
d∑
i=1
E[I
(i)
T (ui)] ,
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Figure 11. Crite`re de risque en dimension 2
ou` pour un processus de risque multivarie´ R(t) = (R(1)(t), . . . , R(d)(t))′,
on a, pour 1 ≤ i ≤ d, et ui, T > 0,
I
(i)
T (ui) =
T∫
0
1{R(i)(t)<0}|R(i)(t)|dt .
Ce crite`re de risque ne fait pas intervenir la de´pendance entre les
branches (ce qui peut eˆtre vu de manie`re positive comme une re´fe´rence,
ou de manie`re ne´gative si l’on souhaite prendre en compte la de´pendance
entre les branches). Cependant, en le modifiant quelque peu, on peut
obtenir un indicateur de risque qui prend en compte cette de´pendance.
Par exemple, dans [121], nous avions introduit pour T > 0 l’indicateur
d∑
i=1
E
(∫ T
0
1{R(i)(t)<0}1{∑dj=1R(j)(t)>0}
)
.
Pour un processus discret multivarie´ (Rp)p∈N, Ce´nac et al. [46] e´tudient
des proble`matiques d’allocation optimale lie´es a` l’indicateur de risque
(9.9)
d∑
i=1
E
(
n∑
p=1
gi(R
(i)
p )1{R(i)p <0}1
{∑d
j=1R
(j)
p >0
}
)
.
pour n > 0 et des fonctions gi de´rivables, convexes et satisfaisant
gi(x) ≥ 0 pour x ≤ 0, i = 1, . . . , d. Nous reverrons l’indicateur de
risque de´fini par (9.9) dans la partie consacre´e aux perspectives de re-
cherche. Ces indicateurs de risque vont servir de crite`re pour allouer de
manie`re optimale une re´serve initiale globale entre les branches d’acti-
vite´ de la compagnie.
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9.3. Allocation optimale. Jouini et al. [103] a introduit re´cemment
des mesures de risque vectorielles. Panjer [148] et Panjer et Jing [149]
s’inte´ressent a` la solvabilite´ a` une unique date fixe´e d’une entreprise
en pre´sence de plusieurs risques de´crits par des lois normales multi-
varie´es, et a` l’allocation optimale de capital. Cette proble´matique, et
les travaux (parmi plein d’autres) de Tsanakas et Barnett [179] et de
Finkelshtain et al. [76] nous ame`nent naturellement a` e´voquer mainte-
nant la question de l’allocation optimale de capital, ou de re´serve.
Les mesures de risques e´voque´es plus haut sont directement lie´es au
proble`me d’allocation de capital e´conomique ou d’allocation de re´serve,
a` distinguer du capital a` investir dans plusieurs branches.
Soit ρ une mesure de risque, et soit (X1, . . . , XK) un vecteur ale´atoire
repre´sentant K risques p-inte´grables (e´ventuellement a` valeurs dans Q
pour faciliter les preuves). On conside`re les portefeuilles de valeurs
X(u) =
K∑
k=1
ukXk
correspondant a` une allocation uk du capital total u a` chaque risque k. ρ
induit sur le portefeuille une mesure de risque ρB par ρB(u) = ρ(X(u)).
Denault [61] donne des conditions sur ρ et sur les risques pour que ρB
soit une mesure de risque cohe´rente. Denault [61] et Delbaen [59] entre
autres utilisent des re´sultats sur les jeux de coalition avec des joueurs
fractionnels (notamment d’Aubin [21]) pour de´montrer que l’alloca-
tion optimale peut eˆtre dans certains cas obtenue avec la me´thode du
gradient : l’allocation par unite´ de capital optimale (u∗k) est donne´e par
ρB(u) =
K∑
k=1
u∗k
∂ρB
∂uk
(u).
Cette allocation de capital est diffe´rente du proble`me auquel nous
nous e´tions naturellement inte´resse´ dans l’article [121] (re´dige´ pendant
ma the`se) et dans l’article [36] : comment re´partir la re´serve initiale glo-
bale u entre les branches de fac¸on a` minimiser une certaine mesure de
risque ? Il serait inte´ressant de disposer d’une mesure de risque neutre
par rapport a` la structure de de´pendance entre les branches pour pou-
voir ensuite de´terminer si l’utilisation de la mesure de risque choisie
favorise les branches positivement corre´le´es en leur allouant plus de
capital, ou en tout cas si la de´pendance a un impact significatif sur la
strate´gie d’allocation de capital.
Les the´ore`mes de diffe´rentiation 8 et 9, combine´s a` un lagrangien,
permettent de de´terminer l’allocation optimale u1 + · · · + uK = u
telle que la somme des aires moyennes est minimale. Les figures 12
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Figure 12. Premie`re
strate´gie d’allocation de
re´serve (u1, u2)
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u1 
0 
Figure 13. Une autre
strate´gie d’allocation de
re´serve (u1, u2)
et 13 pre´sentent deux trajectoires pour deux strate´gies d’allocation
diffe´rentes.
Elle consiste a` ne pas affecter de re´serve aux branches les plus suˆres,
et a` re´partir la re´serve totale u entre les autres de fac¸on a` rendre e´gaux
entre eux les temps moyens passe´s en-dessous de ze´ro par ces branches
plus risque´es. Ce re´sultat tre`s parlant permet d’avoir une bonne concep-
tion de la strate´gie d’allocation de capital avec cette mesure de risque.
Mentionnons que les contrats d’assurance e´tant souvent annuels, on ne
peut s’en de´gager aussi rapidement qu’une banque ache`te ou vend des
titres. De plus, des re`gles comptables ou fiscales peuvent imposer de ne
pas faire varier les re´serves entre les branches trop souvent. C’est pour
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cette raison que nous ne nous sommes pas inte´resse´s a` des proble`mes
de controˆle optimal sur les capitaux des branches.
En e´conomie du risque, tout ce qui correspond a` de la monnaie est
toujours regroupe´ dans une seule et meˆme variable. Le seul cas ou`
l’on conside`re des fonctions d’utilite´ a` deux arguments est celui ou` le
deuxie`me bien ne s’e´change pas avec de la monnaie, typiquement l’e´tat
de sante´ (voir les travaux de Courbage [50] et de Rey-Fournier [158]).
Meˆme si les richesses de deux branches d’une compagnie d’assurance
sont toutes deux exprime´es en monnaie, il est the´oriquement interdit
de combler le de´ficit de l’une avec l’autre. De`s lors, il semble inte´ressant
de conside´rer une fac¸on de repre´senter la satisfaction des actionnaires
ou l’e´valuation boursie`re de la compagnie graˆce a` une fonction d’utilite´
a` K arguments, ou` K est le nombre de branches de la compagnie. Le
transfert d’une partie de la re´serve initiale de la branche 1 au profit
de la branche 2 correspondrait alors au paiement d’une prime de´duite
de la richesse de la branche 1 pour re´duire le risque supporte´ par la
branche 2, ce qui correspond au type de proble`me e´tudie´ par Courbage
[50] et Rey [158].
Dans l’article [36], nous de´terminons le comportement asymptotique
de l’allocation optimale de re´serve lorsqu’on cherche a` minimiser la
somme des aires en rouge et bleu espe´re´es pour des processus de risque
multivarie´s dont les marginales correspondent a` des processus de risque
classiques. Ce´nac et al. [46] utilisent des techniques d’algorithmes sto-
chastiques pour estimer l’allocation optimale pour l’indicateur de risque
(9.9) dans le cas de processus discrets a` accroissements inde´pendants et
gaussiens. Nous avons le projet d’e´tudier ensemble (avec Peggy Ce´nac,
Ve´ronique Maume-Deschamps et Cle´mentine Prieur) l’allocation opti-
male de l’indicateur (9.9) pour des processus de risque plus actuariels.
Romain Biard [37] s’inte´resse dans le dernier chapitre de sa the`se
aux comportements asymptotiques de l’allocation optimale lorsque la
re´serve initiale est particulie`rement grande pour l’indicateur de risque
ψd,β=0(u) de´fini en (9.6) :
(9.10)
{
minu∈Rd+ ψd,0(u) ,
sous la contrainte u(1) + . . .+ u(d) = u .
Il e´tudie l’allocation qui re´pond au proble`me (9.10) et analyse l’impact
de la de´pendance entre les branches sur l’allocation optimale. Il suppose
dans un souci de simplification que les risques souscrits par chaque
branche ont des distributions dont les queues sont e´quivalentes.
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Deuxie`me partie II. Nouvelles the´matiques et perspectives
1. Extrema s-convexes
Les concepts d’ordres stochastiques sont utiles dans de nombreux
mode`les de probabilite´ applique´e. C’est particulie`rement le cas en as-
surance et en finance ou` diffe´rents sce´narios sont possibles et doivent
souvent eˆtre compare´s, par exemple en assurance-vie, en the´orie de la
ruine et en the´orie du portefeuille. Les ouvrages de Goovaerts et al.
[89], Kaas et al. [104], Ross [161], Mu¨ller et Stoyan [140] et Shaked et
Shanthikumar [170, 171] sont de bonnes re´fe´rences pour de´couvrir ou
approfondir ses connaissances sur la the´orie des ordres stochastiques et
ses applications varie´es.
Dans l’article [115] avec Claude Lefe`vre, nous conside´rons la classe
des ordres stochastiques s-convexes, ou` s ∈ N0 = {1, 2, . . .}. Pour s = 1,
cet ordre est l’ordre de dominance stochastique usuel. Pour s = 2, il
s’agit de l’ordre convexe qui correspond en actuariat a` l’ordre stop-loss
avec moyenne finie (car il permet d’ordonner les primes de contrats de
re´assurance de type stop-loss). Pour une valeur de s arbitraire, l’ordre s-
convexe compare les fonction de survie d’ordre s de variables ale´atoires
qui ont les meˆmes s − 1 premiers moments. La classe des ordres s-
convexes a e´te´ entre autres analyse´e pour les distributions discre`tes
par Lefe`vre et Picard [111], Fishburn et Lavalle [77], Lefe`vre et Utev
[114], Denuit et Lefe`vre [64] et Denuit el al. [67], [65]. Le cas plus tra-
ditionnel des variables ale´atoires re´elles a e´te´ e´tudie´ par Rolski [159],
Levy [117], Denuit et al. [66, 68] et par de nombreux autres auteurs.
Quand on dispose d’un ordre, se pose imme´diatement la question
de la construction d’extre´ma. D’un point de vue actuariel, les risques
extre´maux repre´sentent les risques les plus et moins dangereux, et
leur connaissance peut permettre de de´duire des bornes infe´rieures et
supe´rieures pre´cises pour un certain nombre de quantite´s (par exemple
la prime, ou la variance du re´sultat). Le proble`me d’optimisation s-
convexe correspond a` un proble`me de moments traditionnel (voir par
exemple Hoeffding [97], Karlin et Studden [105], Kemperman [106],
Utev [181], Pre´kopa [154] et Hu¨rlimann [100]). Dans le cas discret, les
distributions extre´males sont connues explicitement pour s = 1, 2, 3, 4
et ont e´te´ obtenues par Denuit et Lefe`vre [64], Denuit et al. [65] et
Courtois et al. [51]. Pour les variables ale´atoires re´elles, les distribu-
tions extre´males ont e´te´ explicitement trouve´es par Jansen et al. [102],
De Vylder [57] et Denuit et al. [66, 68], entre autres.
L’ope´rateur que nous de´signerons par son nom anglais de stationary-
excess operator et que nous noterons SE est un outil mathe´matique
standard qui joue un roˆle important dans la the´orie du renouvellement
et des fonctions de survie (voir Cox [52]). Dans le cas continu (pour
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une variable ale´atoire X a` valeurs dans R+ de fonction de re´partition
FX et de moyenne E(X) > 0), l’ope´rateur SE est de´fini comme suit
(voir Cox [52]) :
De´finition 2. L’ope´rateur SE note´ H associe a` toute variable ale´atoire
X comme ci-dessus une variable ale´atoire XH a` valeurs dans R+ dont
la fonction de re´partition H(FX) est de´finie par
H(FX)(x) ≡ P (XH ≤ x) = 1E(X)
∫ x
0
[1− FX(y)]dy, x ≥ 0.
De fac¸on e´quivalente, on a
(1.1) P (XH > x) =
1
E(X)
∫ ∞
x
P (X > y)dy, x ≥ 0.
Cette de´finition de H garantit son caracte`re bijectif. En notant la den-
site´ de XH par qXH , on a
P (X > x) = E(X) qXH(x), x ≥ 0,(1.2)
et E(X) vient par suite. Les moments de XH et X sont relie´s par une
formule simple.
Supposons maintenant que X est une variable ale´atoire discre`te posi-
tive ou nulle de loi de´crite par les masses de probabilite´ PX = {P (X =
j), j ∈ N = {0, 1, . . .}} et de moyenne E(X) > 0. L’ope´rateur SE peut
e´videmment eˆtre utilise´ dans ce cadre e´galement. Toutefois, comme
souligne´ par Whitt [183], il est plus approprie´ de travailler avec une
version discre`te qui est directement applicable aux processus de renou-
vellement a` temps discret. Nous proposons donc la de´finition suivante
dans le cas discret :
De´finition 3. L’ope´rateur SE discret H associe a` toute variable ale´atoire
X comme ci-dessus une variable ale´atoire discre`te positive ou nulle XH
de la fonction de masse de probabilite´ H(PX) est donne´e par
H(PX)(j) ≡ P (XH = j) = P (X ≥ j + 1)E(X) , j ∈ N.(1.3)
Une version le´ge`rement diffe´rente de cet ope´rateur a e´te´ conside´re´e
par Whitt [183] pour des variables ale´atoires X discre`tes strictement
positives. Dans ce cas, XH est de´crite par
P (XH = j) =
P (X ≥ j)
E(X)
, j ∈ N0.
Contrairement a` ce dernier ope´rateur, H de´fini en (1.3) ne garan-
tit pas une bijection sur l’ensemble des mesures de probabilite´ sur N.
On peut directement ve´rifier que XH et (νX)H sont identiquement dis-
tribue´s si ν est un indicateur inde´pendant de X. Cependant, quand
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E(X) est fixe´e, H est bien bijectif car
P (X = 0) = 1− E(X) P (XH = 0), and(1.4)
P (X = j) = E(X) [P (XH = j − 1)− P (XH = j)], j = 1, 2, . . . .(1.5)
La de´finition (1.3) pre´sente l’avantage de fournir une relation simple
entre les moments binomiaux de XH et X.
Dans l’article [115], nous montrons comment cet ope´rateur et ses
ite´re´s transforment les ordres s-convexes et les espaces de moments as-
socie´s, a` la fois dans le cas discret et dans le cas continu. Cela nous
permet de plus de proposer une me´thode pour re´soudre le proble`me
d’optimisation s-convexe dans le sous-ensemble des distributions qui
sont t-monotones, t ∈ N0. Pour t = 1, cette proprie´te´ correspond a` la
de´croissance de la densite´ (discre`te ou continue), et pour t = 2 cela
correspond a` la de´croissance et convexite´ de la densite´. La monotonie
d’ordre t dans le cas discret (resp. continu) signifie que les t premie`res
diffe´rences de la densite´ discre`te (resp. de´rive´es de la fonction de den-
site´) sont de signes alterne´s, la premie`re e´tant ne´gative. Notre the´ore`me
principal dit que le proble`me d’optimisation s-convexe parmi les distri-
butions t-monotones est (presque) e´quivalent, en appliquant l’ope´rateur
SE, a` un proble`me d’optimisation s+ t-convexe sans contrainte de mo-
notonie. Il avait de´ja` e´te´ montre´ dans plusieurs articles que les extre´ma
s-convexes pouvaient eˆtre ame´liore´s quand on se limitait a` des lois a`
densite´ de´croissante et, plus ge´ne´ralement, unimodale (voir par exemple
Denuit et al. [66], [68], [65]). Notre contribution dans [115] peut eˆtre
vue comme une extension de ces re´sultats qui est obtenue en utilisant
l’ope´rateur SE et ses ite´re´s.
Lorsque s = t = 2, le supre´mum 2-convexe a bien une densite´ discre`te
convexe sur le support [0, n] mais pas sur N (il y a un de´crochage au
point n) : soit ν1 = E(Y ) la moyenne fixe´e dans l’ensemble d’admissi-
bilite´ B2,2(n). Alors le supre´mum est Y (2,2)max de´crit par
Y (2,2)max (n) =
{
0 avec probabilite´ 1− 2ν1/(n+ 1),
1, . . . , n avec probabilite´ 2ν1/n(n+ 1).
(1.6)
Avec Manel Kacem et Claude Lefe`vre, nous finalisons actuellement un
article dans lequel nous de´terminons les extre´ma s-convexes t-monotones
pour s ≤ 2 et t ≤ 2 en imposant que la t-monotonie soit ve´rifie´e sur
N tout entier. Nous avons e´galement un autre projet d’article sur les
extre´ma s-convexes avec Claude Lefe`vre et Esterina Masiello.
2. Risque de longe´vite´
Le risque de longe´vite´ est le risque (horrible !) que les assure´s vivent
plus longtemps que pre´vu. Plus se´rieusement, au-dela` du risque que
chaque personne qui atteigne l’aˆge de cent vingt ans sorte un disque
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comme Jeanne Calment, l’allongement de la dure´e de vie, s’il est bien-
venu d’un point de vue philanthrope tant que les gens vivent en moyenne
plus longtemps en bonne sante´, pose e´videmment des proble`mes aux
organismes ou institutions qui se sont engage´s a` leur verser des rentes
(retraites, retraites comple´mentaires, autres rentes viage`res, etc...).
Il ne faut pas confondre risques de longe´vite´ et de mortalite´ : le
premier est un risque de long terme ; le second est un risque de court
terme, dont une composante importante est le risque de catastrophe
(pande´mie, terrorisme, risques biologiques et sanitaires, ...).
Comprendre et ge´rer le risque de longe´vite´ n’est pas une chose aise´e.
Ce domaine de recherche est au centre de nombreux autres : pro-
babilite´s, statistiques, assurance-vie, de´mographie, me´decine, finance
(risque de taux, risque de contrepartie entre autres) bien suˆr, mais
aussi the´orie de la fiabilite´, ge´ostatistique (lors de forages pe´troliers, les
re´sultats de deux ou trois carottages imposent des contraintes fortes sur
la composition du sous-sol au voisinage de ces forages, qui permettent
de re´duire l’incertitude sur la taille et la forme de la nappe potentielle ;
de la meˆme fac¸on, certaines informations ou hypothe`ses sur la morta-
lite´ peuvent permettre de reconstituer en partie les tables prospectives
ou du moment utilise´es par les assureurs). Nous espe´rons contribuer a`
faciliter la communication entre les chercheurs des diffe´rents domaines
implique´s en profitant de la comple´mentarite´ des chaires de recherche
de l’Institut Louis Bachelier, en particulier lors du semestre spe´cial
sur le risque de longe´vite´ qui sera organise´ de´but 2011 a` Paris par les
membres des chaires implique´es.
Les actuaires ont pendant de nombreuses anne´es utilise´ des tables de
mortalite´ dites du moment, avant de passer a` des tables prospectives
pour les engagements de rentes. Ils regroupaient donc les probabilite´s
pour quelqu’un (de vivant et) d’aˆge x ∈ N de de´ce´der avant d’atteindre
l’aˆge x + 1. Ces probabilite´s e´taient estime´es sur une pe´riode d’obser-
vation commune et permettaient de reconstituer (en me´langeant donc
des ge´ne´rations diffe´rentes) une table de mortalite´ dite du moment, qui
commenc¸ait avec 100 000 assure´s a` l’aˆge 0 et qui continuait avec le
nombre de survivants moyen obtenu en multipliant la population ini-
tiale par le produit des taux de mortalite´ annuels. Bien e´videmment,
le proble`me de cette me´thode est qu’elle sous-estime e´norme´ment la
longe´vite´ des individus dans les pays de´veloppe´s dans lesquels la longe´vi-
te´ progresse : sur la base de l’e´volution de la population fictive d’une
table du moment, quelqu’un qui a 20 ans aujourd’hui serait suppose´
avoir dans 50 ans le meˆme taux de mortalite´ annuel a` l’aˆge x = 70
que celui constate´ sur la ge´ne´ration de son grand-pe`re actuellement.
Des tables dites prospectives ou par ge´ne´ration sont depuis quelques
de´cennies construites dans les pays de´veloppe´s afin de tenir compte
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de la progression anticipe´e de la longe´vite´. Le gros proble`me est que
les de´mographes sont tre`s divise´s sur les pre´visions des tendances de
longe´vite´ futures. Comme il n’y a pas de consensus au niveau de la
tendance moyenne, on se doute qu’il y a e´videmment un tre`s grand
nombre de mode`les de mortalite´ stochastiques, certains tre`s diffe´rents
des autres, qui visent a` repre´senter l’ale´a pesant sur la longe´vite´ future.
Dans l’article [30] co-e´crit avec Pauline Barrieu, Harry Bensusan, Nicole
El Karoui, Caroline Hillairet, Claudia Ravanelli et Yahia Salhi, nous
avons, dans un travail collectif impliquant l’e´quipe de recherche sur la
longe´vite´ de la chaire de recherche De´rive´s du Futur, tente´ de faire le
point et de proposer des ide´es sur les types de mode´lisations du risque
de longe´vite´, les questions re´glementaires, ainsi que les proble´matiques
relatives au transfert du risque, a` l’e´valuation et a` la couverture de ces
produits. Comme cet article [30] est e´crit dans un but de synthe`se, je
renvoie le lecteur a` ce document pour une revue de´taille´e sur ces sujets.
Je vais ne´anmoins expliquer brie`vement comment les premie`res lois de
dure´e de survie e´taient construites et pourquoi les chercheurs en risque
de taux et de cre´dit se sont lance´s sur le sujet du risque de longe´vite´.
Le mode`le non trivial de dure´e le plus simple est probablement celui
de´fini par la loi exponentielle. Il intervient notamment en assurance
non-vie et en finance dans la mode´lisation de la dure´e entre deux sauts
(qui peuvent repre´senter des sinistres en assurance et des sauts dans
les rendements des actifs en finance) du processus de Poisson. La pro-
prie´te´ de perte de me´moire rend la loi exponentielle particulie`rement
inadapte´e pour le risque de longe´vite´. Pour traduire les variations de la
mortalite´ en fonction de l’aˆge (mortalite´ infantile, accidentelle, vieillis-
sement, etc...), on peut de´finir la fonction de survie S par
S(t) = P (T > t) = e−
∫ t
0 µ(s)ds,
ou` µ(s) est appele´ taux de hasard de S a` l’aˆge s ≥ 0 et est de´fini par
(2.1) µ(s) = −∂(lnS)
∂s
(s).
En choisissant des formes parame´triques pour µ on peut obtenir les
mode`les classiques de Gompertz, Makeham, etc ... Pour un individu
vivant d’aˆge x aujourd’hui, la probabilite´ de vivre encore au moins t
anne´es supple´mentaires est donne´e par
S (t | x) = e−
∫ t
0 µ(x+s)ds.
Si on souhaite inte´grer une dynamique d’e´volution calendaire de la
mortalite´, on est amene´ a` de´finir le taux de hasard µ(x, t) pour l’aˆge x
a` la date t . La probabilite´ de survivre jusqu’a` une date τ > t sachant
qu’on a l’aˆge x a` la date t est alors e´gale a` :
(2.2) S(t, x, τ) = Pt(T > x+ (τ − t) | T > x) = e−
∫ τ
t µ(x+s−t,s)ds.
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Dans les mode`les de mortalite´ stochastique, les µ(x, s) sont ale´atoires.
Plus pre´cise´ment, les lois de ces variables ale´atoires sont de´duites :
– soit de l’e´tude pour chaque aˆge x du processus s → µ(x, s). On
peut parler dans ce cas d’un mode`le qui traduit la variation ale´atoire
de la mortalite´ du moment (ici a` l’instant s),
– soit de l’e´tude du processus s→ µ(x+ s, s) qui traduit l’e´volution
de la survie dans le temps d’un individu d’aˆge x. On peut parler
dans ce cas de mode`le de ”cohorte”.
Le plus souvent les chercheurs ayant une culture financie`re choisissent
un mode`le de diffusion pour le second, appele´ processus d’intensite´
stochastique, de manie`re a` obtenir des expressions explicites ou semi-
explicites de la fonction de survie.
Avec les mode`les de´terministes (pour l’instant, mais cela se ge´ne´rali-
sera aux mode`les stochastiques), l’e´quation (2.2) fait e´voluer la de´finition
du taux de hasard en fonction de la fonction de survie de la formule
(2.1) a` la formule suivante : pour τ > 0,
(2.3) µ(x, τ) = lim
t↑τ
[
−∂(lnS)
∂τ
(x, t, τ)
]
.
Le terme entre crochets dans l’e´quation (2.3), qu’on pourrait noter
µ(x, t, τ) est a` rapprocher de la notion de taux d’inte´reˆt instantane´
forward dans la the´orie de l’e´valuation des ze´ro-coupons (produits fi-
nanciers caracte´rise´s par le versement d’un (euro, dollar, ...) a` la matu-
rite´ T), la fonction de survie e´tant a` rapprocher du prix. Cela conduit
donc la plupart des auteurs inspire´s par les mode`les de taux d’inte´reˆt
a` de´finir un taux de mortalite´ instantane´ forward qui devient un pro-
cessus a` ajouter au taux d’inte´reˆt instantane´ forward dans les mode`les
stochastiques qui traitent simultane´ment le risque de longe´vite´ et le
risque financier (en les supposant quasiment toujours inde´pendants).
Sans rentrer dans les de´tails et sans nous lancer dans une revue du
sujet, rappelons tout de meˆme le mode`le de Lee-Carter qui a e´te´ uti-
lise´ par le Bureau of Census ame´ricain pour l’e´laboration des tables
de mortalite´ prospectives (pour pre´voir la mortalite´ future), et dont
s’inspirent un grand nombre de techniques de construction de tables de
mortalite´ prospectives et de mode`les de mortalite´ stochastique. Le livre
de Delwaerde et Denuit [63] est une bonne re´fe´rence sur l’e´laboration
de tables de mortalite´ prospectives.
Le mode`le de Lee-Carter est plutoˆt un mode`le d’inspiration ”morta-
lite´ du moment”, puisque les µ(x, t) s’e´crivent
µ(x, t) = eα(x)+β(x)κ(t),
meˆme si l’on pourrait en avoir une approche par ge´ne´rations.
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Les mode´lisations stochastiques issues du mode`le de Lee-Carter partent
soit de l’e´tude des ”re´sidus”, soit de l’e´tude du processus (de la se´rie)
des (κ(t)) en temps continu (ou discret).
Une des caracte´ristiques communes teste´es sur des pe´riodes et des
pays de´veloppe´s diffe´rents est que la se´rie (κ(t)) se mode´lise par une
de´rive affine de´croissante qui se prolonge facilement tout au moins
sur une pe´riode future d’amplitude raisonnable (une de´rive line´aire
ne´gative conduit asymptotiquement a` des taux de mortalite´ nuls (quel
que soit l’aˆge) !). Il est donc ine´vitable d’observer des changements de
tendance de longe´vite´ re´gulie`rement.
Dans un projet d’article avec Yahia Salhi et Christian Mazza, nous
tentons de de´tecter re´trospectivement ces changements de tendance
dans un cadre univarie´ (en regroupant toutes les plages d’aˆge) et dans
un cadre multivarie´ (la dimension correspondant au nombre de classes
d’aˆge distingue´es). Dans un autre projet d’article avec Nicole El Karoui,
Christian Mazza et Yahia Salhi, nous nous inte´ressons a` la proble´mati-
que de de´tection rapide de changements de tendance de longe´vite´ par
diffe´rents acteurs (re´assureurs, assureurs directs, investisseurs, ana-
lystes, gouvernements, ...) qui ont acce`s a` des sources d’information
tre`s diverses. Tenter de de´tecter le plus vite possible un changement
de tendance tout en controˆlant la probabilite´ de fausse alerte n’est pas
un proble`me nouveau. A l’e´poque de la guerre froide, l’e´cole russe a
beaucoup travaille´ sur ces proble`mes dans le domaine des radars : on
cherchait alors a` de´tecter un changement de tendance dans le signal
capte´ par le radar (cela correspondait en premie`re approximation a` un
passage d’un mouvement brownien avec de´rive nulle a` un brownien avec
de´rive non nulle) le plus vite possible (de manie`re a` pouvoir riposter ou
tenter d’intercepter le missile avant qu’il ne soit arrive´), tout en e´vitant
si possible les fausses alarmes (de manie`re a` ne pas de´clencher un conflit
mondial a` cause d’une excursion un peu trop longue d’un mouvement
brownien). La de´tection de rupture et la de´tection ”rapide” de rupture
ont fait l’objet de nombreux travaux, par exemple par P. Gapeev, A.
Shiryaev, et N. El Karoui.
Avec les membres de l’e´quipe de la chaire “De´rive´s du futur”, nous
comptons re´fle´chir sur les types de produits de titrisation du risque de
longe´vite´ qui auraient a` la fois suffisamment de simplicite´ et de trans-
parence pour les marche´s financiers et qui permettraient de maintenir
le risque de base et le risque de contrepartie (qui est particulie`rement
important du fait de la maturite´ des engagements) suffisamment bas.
Le risque de base correspond au risque que les flux financiers ge´ne´re´s
par un portefeuille financier de´tenu par un assureur ou un re´assureur
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ne correspondent pas assez bien aux flux engendre´s par les mouvements
de la mortalite´ et des marche´s financiers. Nous e´voquons dans l’article
de synthe`se [30] mentionne´ plus haut certains moyens de prendre en
compte le risque de base, notamment en suivant l’approche de Ben-
susan et El Karoui [34] fonde´e sur des techniques de dynamique des
populations.
Dans la pre´publication [166] co-e´crite avec Yahia Salhi, nous nous
inte´ressons a` une mode´lisation conjointe de la longe´vite´ de la popu-
lation nationale (sur laquelle la plupart des indices utilise´s dans les
ope´rations de titrisation devraient eˆtre fonde´s) et de celle de la popu-
lation assure´e (qui est celle qui engendre les flux re´els pour l’assureur).
Nous montrons que dans certains pays des se´ries temporelles associe´es a`
la longe´vite´ de ces deux groupes semblent pre´senter de la co-inte´gration
(un peu comme les prix du pe´trole et du gas, voir Benmenzer et al. [33],
ou les indicateurs de mortalite´ de plusieurs pays e´tudie´s par Lazar et
Denuit [110]). Cela nous ame`ne a` nous inte´resser pour un aˆge x donne´
ou une classe d’aˆges a` des se´ries temporelles de dimension 2 comme
Qt(x) = (q
N
t (x) q
E
t (x))
T . La premie`re coordonne´e (avec un N) corres-
pond au taux de mortalite´ annuel de la population nationale, alors que
la seconde (avec un E) correspond a` celui du portefeuille d’assurances,
constate´ par l’expe´rience (d’ou` le E). Rappelons que pour z ∈ [0, 1], le
logit de z est de´fini par
logit(z) = ln
z
1− z .
Nous nous inte´ressons a` la repre´sentation de logitQt(x) par une e´quation
qui fait entrer de la co-inte´gration dans le mode`le dit de Cairns et al.
[43] : pour t ≥ p, ou` p est un certain entier naturel (fre´quemment e´gal
a` 1 dans les cas conside´re´s)
(2.4)
logitQt(x) = Φt +
k=p∑
k=1
Ak logitQt−k(x) + εt(x), εt(x) ∼ N (0,Σ),
ou` chaque Ai est une matrice (2×2) de parame`tres et Φt correspond
a` la tendance. Les (εt(x))t sont i.i.d. en t. Nous testons la pre´sence de
co-inte´gration dans les se´ries obtenues a` partir des donne´es de plusieurs
pays, et nous quantifions l’impact de la pre´sence ou de l’absence de la
co-inte´gration sur le besoin en capital e´conomique duˆ au risque de base.
Deux sources de risque de base particulie`res sont l’objets de deux pro-
jets d’articles. Le premier, une ve´ritable arle´sienne, consiste a` e´tudier
avec Elsa Renouf l’effet de se´lection me´dicale sur la mortalite´ de la
population assure´e : grossie`rement, on observe sur les portefeuilles
d’assure´s devant passer une visite me´dicale a` la signature du contrat,
une sous-mortalite´ pendant les cinq premie`res anne´es. Au-dela` de cette
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pe´riode, l’effet de la se´lection me´dicale a` l’entre´e semble fortement di-
minue´. Il est donc important de prendre en compte l’aˆge des diffe´rents
contrats (la dure´e de de´tention e´coule´e) de manie`re a` ne pas trop sures-
timer la diffe´rence future entre la mortalite´ du portefeuille d’assurances
et la mortalite´ nationale si le portefeuille est “jeune”.
Le deuxie`me projet porte sur un phe´nome`ne qui est plus marque´
dans certains pays que dans d’autres : l’effet cohorte. En effet, cer-
taines ge´ne´rations, ou cohortes (groupes de personnes ne´es la meˆme
anne´e) pre´sentent des taux de mortalite´ particulie`rement diffe´rents de
ce a` quoi on pourrait s’attendre au vu des ge´ne´rations alentours. Avec
Se´verine Gaille, Yahia Salhi et Michael Sherris, nous allons commencer
a` chercher une explication a` certains de ces effets du coˆte´ des causes
de mortalite´ (cancers, proble`mes cardio-vasculaires, accidents, ...). Il
est en ge´ne´ral assez difficile de travailler sur les causes de mortalite´,
qui sont assez mal renseigne´es dans les donne´es, et sont souvent mul-
tiples et corre´le´es. Ne´anmoins, nous espe´rons trouver un de´but d’expli-
cation rationnelle a` cet effet cohorte, qui est particulie`rement pre´sent au
Royaume-Uni par exemple. Cela est important pour savoir dans quelle
mesure cet effet risque de persister, de se renforcer ou de s’atte´nuer
dans les vingt anne´es a` venir.
Enfin, nous travaillons avec Martin Jimenez sur les proble´matiques
d’e´valuation et de couverture de certains produits de type variable
annuities, produits d’assurance-vie complexes contenant de multiples
options pour l’assure´. Nous allons poursuivre notre travail sur le su-
jet en collaboration avec Nicole El Karoui et Trung Lap Nguyen, qui
re´fle´chissent e´galement sur le sujet. Comme pour le risque de rachat
dans les contrats d’e´pargne plus traditionnels qui seront aborde´s dans
le chapitre 6.1, il convient dans ce cas de figure d’adapter les tech-
niques financie`res classiques pour prendre en compte les comportements
des assure´s qui sont loin d’eˆtre toujours financie`rement rationnels, et
peuvent pre´senter des crises de corre´lation, dont nous avons de´ja` parle´
au chapitre 7 de la premie`re partie en the´orie du risque en univers uni-
varie´. Nous commenc¸ons maintenant a` parler des pistes de recherche en
the´orie du risque avec une proble´matique lie´e aux crises de corre´lation
en univers multivarie´.
3. The´orie du risque
3.1. Crises de corre´lation en univers multivarie´. Dans un projet
d’article, nous nous inte´ressons a` deux types de crises de corre´lation :
celles qui se produisent inde´pendamment des pertes observe´es jusqu’au
de´but de la crise, et celles qui sont de´clenche´es par un sinistre impor-
tant. Nous conside´rons des mode`les univarie´s, ainsi que des mode`les
a` quatre branches d’activite´ (re´parties e´ventuellement dans deux pays
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diffe´rents). Nous essayons de montrer que sous des hypothe`ses raison-
nables, au niveau d’un pays et au niveau agre´ge´, les crises de corre´lation
de´clenche´es pas un sinistre important sont en ge´ne´ral plus dangereuses
que celles qui surviendraient de manie`re moins directe. En revanche, si
l’on s’inte´resse a` des indicateurs de risque comme la probabilite´ qu’au
moins une branche soit ruine´e (note´e ψor et de´finie en (9.2) au cha-
pitre 9.2), alors comme souvent pour les probabilite´s de ruine multi-
varie´es, on observe l’effet inverse pour des niveaux de re´serve initiale
e´leve´s.
Avec Gilles Stupfler et sa directrice de the`se Armelle Guillou, nous
nous inte´ressons a` la de´tection de crises de corre´lation en assurance et
en finance et a` certains proble`mes d’estimation dans ces mode`les mul-
tivarie´s a` environnement markovien commun. Nous travaillons actuel-
lement a` la fois sur des applications a` des bases de donne´es de sinistres
de type incendies (en assurance non-vie) et e´galement a` une base de
donne´es de rachats et d’arbitrages par les e´pargnants en assurance-vie.
Le risque de rachat en assurance-vie sera traite´ plus en de´tail dans le
chapitre 6.1 de cette deuxie`me partie. L’arbitrage e´voque´ pre´ce´demment
n’a rien a` voir avec la notion financie`re de strate´gie de couˆt initial
ne´gatif ou nul ouvrant a` un profit toujours positif ou nul et d’espe´rance
strictement positive (arbitrage du premier type) ou de profit stric-
tement positif a` la date ze´ro avec un gain futur positif ou nul (ar-
bitrage du second type) ; un arbitrage de´signe ici la de´cision par un
assure´ de changer de support de contrat d’e´pargne (par exemple de
passer d’un support en unite´ de compte avec une forte composante
de type actions a` un support en euros). De tels mouvements, s’ils
sont massifs et se produisent a` un mauvais moment, peuvent avoir
des conse´quences ne´fastes pour l’assureur. La re´cente crise financie`re
a engendre´ un grand nombre d’arbitrages dans plusieurs portefeuilles
d’assurance vie en France de supports comportant une composante ac-
tions vers des supports en euros, ce qui a constitue´ un exemple de crise
de corre´lation entre risques d’assurance et de finance habituellement
suppose´s peu corre´le´s. Ce phe´nome`ne est de´crit plus en de´tail dans
la pre´-publication [123] coe´crite avec Pierre Arnal et Romain Durand
dont nous reparlerons au chapitre 5 de cette deuxie`me partie.
3.2. Me´thode dite d’Erlangisation. Dans le projet d’article [29]
avec Mathieu Barge`s et Xavier Venel, nous calculons la probabilite´ de
ruine en temps fini de manie`re approche´e en utilisant la me´thode d’Er-
langisation, qui consiste a` remplacer l’horizon de fini T par une variable
ale´atoire Tk = σ1 +· · ·+σk de loi Erlang de moyenne T (les σi sont i.i.d.
et de loi exponentielle de parame`tre k
T
). Lorsque k est suffisamment
grand, la variance de Tk (qui est e´gale a`
T 2
k
) est suffisamment petite
pour donner une approximation correcte. Cette me´thode, introduite en
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the´orie de la ruine par Asmussen et al. [18] et utilise´e et de´veloppe´e
par de nombreux auteurs (voir par exemple Asmussen et al. [17], Ba-
descu et al. [26] et Avram et al. [22]) est une alternative inte´ressante
aux me´thodes asymptotiques lorsque la re´serve initiale n’est pas assez
grande pour qu’on puisse utiliser l’e´quivalent asymptotique de la proba-
bilite´ de ruine en temps fini. Nous nous inte´ressons a` la prise en compte
des cycles de re´assurance, et du fait que certains changements de phase
peuvent eˆtre cause´s par un sinistre important ou un cumul de sinistres
importants. Les niveaux de prix des contrats de re´assurance fluctuent
en effet au cours du temps, alternant entre niveaux de prix relative-
ment bas (re´sultant d’une concurrence entre nombreux re´assureurs) et
prix e´leve´s suite par exemple a` la se´lection faite entre les re´assureurs
apre`s une ou deux mauvaises anne´es : comme e´voque´ dans l’article [30]
sur la longe´vite´, le transfert de risque (que ce soit par titrisation ou
par re´assurance traditionnelle) devient plus complique´ et plus one´reux
apre`s des e´ve´nements tels que l’attentat du World Trade Center, l’ou-
ragan Katrina ou la faillite de Lehmann Brothers. Or, habituellement,
les changements de cycle e´taient mode´lise´s en the´orie de la ruine en
utilisant le mode`le de modulation par un processus d’environnement
markovien introduit au chapitre 6 de la partie 1. Dans ce mode`le, les
montants de sinistre n’ont pas d’impact sur les changements d’e´tat de
l’environnement. Nous proposons un mode`le qui prend en compte l’im-
pact des sinistres importants sur les cycles de re´assurance et analysons
l’impact de cet effet sur la probabilite´ de ruine en temps fini.
3.3. Autres travaux en cours en the´orie de la ruine. Dans le
mode`le classique de the´orie de la ruine, le taux de cotisation par unite´
de temps c est de´terministe et fixe dans le temps. Comme mentionne´
page 14, nous avons montre´ dans l’article [113] qu’il est possible d’e´tendre
certaines formules comme celle de Picard-Lefe`vre au cas ou` le taux de
cotisation pour unite´ de temps varie au cours du temps de manie`re
de´terministe (de manie`re a` prendre en compte une e´volution de la
taille du portefeuille d’assure´s par exemple). Toutefois, en pratique,
le taux de cotisation est souvent calcule´ a` partir d’un barycentre entre
un indicateur de sinistralite´ du marche´ et un indicateur base´ sur la
sinistralite´ passe´e observe´e par la compagnie : lorsqu’un assure´ d’une
certaine mutuelle franc¸aise avait percute´ un pont avec sa 2CV et en-
gendre´ une perte d’exploitation importante pour l’usine approvisionne´e
habituellement par la voie ferre´e qui passait sur le pont endommage´,
les assure´s de la mutuelle ont vu leur cotisation augmenter de 20%
l’anne´e suivante. Evidemment, cela peut engendrer des mouvements
d’un certain nombre d’assure´s vers un autre assureur, ce que nous ne
prenons pas en compte ici, mais qui sera e´voque´ au chapitre 6.2. Le
poids accorde´ a` la sinistralite´ passe´e observe´e par l’assureur lui-meˆme
peut eˆtre obtenu graˆce a` la the´orie de la cre´dibilite´. Les fondements de
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ce domaine peuvent eˆtre consulte´s dans ces deux articles de Bu¨hlmann
[40, 41]. Dans une pre´-publication en cours de re´vision avec Julien Tru-
fin [177], nous nous inte´ressons au comportement asymptotique de la
probabilite´ de ruine quand les niveaux de cotisation sont mis a` jour a`
partir du mode`le de cre´dibilite´ line´aire de Bu¨hlmann. Notre approche
est voisine de celle d’Asmussen [14]. Nous obtenons des re´sultats de
grandes de´viations pour des montants de sinistres de loi a` queue lourde
et a` queue le´ge`re ainsi qu’une borne pour la probabilite´ de ruine. Dans
certains cas, nous retrouvons des re´sultats de travaux sur les processus
a` moyennes mobiles de Nyrhinen [144] et de Mikosch et Samorodnitsky
[137], ainsi que de travaux de Gerber [83] et de Promislow [157].
Dans un travail en cours avec Christophette Blanchet, Diana Doro-
bantu et Sana Louhichi, nous nous inte´ressons a` l’impact de la prise
en compte du de´faut potentiel du re´assureur sur la probabilite´ de ruine
d’un assureur. Nous commenc¸ons par analyser le cas tre`s sche´matique
dans lequel l’assureur ce`de la totalite´ du risque au re´assureur. Dans
ce mode`le de risque en dimension 2, la de´pendance entre les processus
de risque de l’assureur et du re´assureur est prise en compte a` l’aide
de chocs communs : si le re´assureur fait de´faut, la compagnie d’assu-
rances peut e´ventuellement subir un sinistre au moment du de´faut du
re´assureur, et doit par la suite prendre en charge les sinistres qui se
produisent. Nous espe´rons ensuite conside´rer des cas dans lesquels l’as-
sureur conserve une partie du risque.
Dans un autre travail en cours avec Sana Louhichi, nous nous inte´-
ressons a` l’approximation brownienne du processus de risque lorsqu’on
est en pre´sence d’une multitude de sauts d’amplitudes peu importantes.
Pour certains risques d’assurance sante´, on a en effet un grand nombre
de remboursements dont les montants sont assez faibles (rien a` voir
avec les risques de catastrophes naturelles pour lesquelles on est en
pre´sence d’un petit nombre de sinistres tre`s couˆteux). Or ces mon-
tants sont soumis a` l’influence de certains facteurs (de´remboursement
de certains me´dicaments par la se´curite´ sociale, augmentation du ticket
mode´rateur, inflation sectorielle, inflation ge´ne´rale, ...) qui ont ten-
dance a` cre´er une de´pendance positive entre les montants de sinistres.
Nous montrons que l’on peut ge´ne´raliser certains re´sultats de conver-
gence (lorsque les sauts deviennent de plus en plus petits et de plus en
plus fre´quents) de processus de risque pour la topologie de Skorohod
quand les montants de sinistres ont une variance finie et pre´sentent cer-
taines formes de de´pendance positive utilise´es pour prendre en compte
la corre´lation e´voque´e plus haut.
Nous travaillons e´galement actuellement sur des formules exactes
pour la probabilite´ de ruine en temps infini en dimension 1 ainsi qu’en
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dimension supe´rieure (ψor) lorsque les montants de sinistres individuels
suivent une loi de Pareto et pre´sentent certaines forme de de´pendance.
Enfin, dans un travail en cours avec Manel Kacem et Ve´ronique
Maume-Deschamps, nous nous inte´ressons a` un mode`le de risque dans
lequel les montants de sinistres sont conditionnellement inde´pendants
par rapport a` un processus d’environnement qui n’est pas force´ment
markovien. Dans ce cadre, la me´moire du processus d’environnement
joue un roˆle important, ce qui nous permet par exemple de tenir compte
du fait qu’il y a eu une crise financie`re dans les trois dernie`res anne´es
(ce qui est connu comme un facteur aggravant pour plusieurs branches
d’activite´ comme la branche incendies de locaux commerciaux et in-
dustriels, la fraude a` l’assurance augmentant re´gulie`rement suite a` une
pe´riode de crise). Ce travail va dans le sens de la prise en compte des
corre´lations entre marche´s de l’assurance et de la finance, dont nous
avons de´ja` parle´ dans le chapitre 2 sur le risque de longe´vite´, et dont
nous reparlerons notamment dans le chapitre 6.1 sur le risque de rachat
en assurance-vie.
4. Risques lie´s au climat
Avec Alexandre Mornet, Esterina Masiello et Pierre Ribereau, nous
avons pour l’instant deux projets d’article concrets, qui portent sur
l’exploitation de deux bases de donne´es. La premie`re concerne la si-
nistralite´ des conducteurs de voitures ayant souscrit l’assurance au ki-
lome`tre. Le rapport avec le re´chauffement climatique est assez vague,
il s’agit de voir dans quelle mesure l’incitation a` conduire moins ou
mieux peut eˆtre re´compense´e par une tarification avantageuse pour les
assure´s respectueux de l’environnement. La deuxie`me base de donne´es
vient d’eˆtre constitue´e par Alexandre Mornet : il s’agit des localisa-
tions pre´cises et des conditions me´te´orologiques dans la station la plus
proche de chaque sinistre de la base de donne´es tempeˆtes d’Allianz,
chez qui Alexandre effectue sa the`se en contrat CIFRE sur le the`me
re´chauffement climatique et actuariat.
Au-dela` du co-encadrement avec Pauline Barrieu de la the`se d’Alexan-
dre Mornet, je compte participer activement au projet MIRACCLE
(Mesures et Indicateurs de Risques Adapte´es au Changement CLima-
tiquE et assurabilite´ des risques associe´s) porte´ par Pierre Ribereau et
qui vient d’eˆtre retenu par le ministe`re de l’e´cologie. Je reprends ici des
passages du projet re´dige´ par l’e´quipe du projet MIRACCLE afin de
pre´ciser un peu plus ce qui deviendra certainement un nouvel axe de
recherche (a` coˆte´ des autres et non en remplacement) pour moi dans le
futur proche.
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Evaluer l’impact du changement climatique et mettre en place une
politique publique de gestion des risques associe´s suppose de dispo-
ser d’indicateurs de risque pertinents. Dans le cadre du projet MI-
RACCLE, nous proposons de de´finir de nouveaux indicateurs ou me-
sures de risques adapte´s aux proble`mes du changement climatique. Ces
mesures devront prendre en compte la nature vectorielle (nature multi-
factorielle des risques environnementaux) et/ou spatio-temporelle des
donne´es climatiques ainsi que la non-stationnarite´ de leurs lois.
Ces mesures de risques permettront de mieux comprendre les im-
pacts et les conse´quences du changement climatique et donc de per-
mettre aux instances de´cisionnelles d’adapter leur politique en fonction
des risques. Une attention particulie`re sera apporte´e a` l’assurabilite´
des risques climatiques. En effet, l’e´tat, a` travers la Caisse Centrale
de Re´assurance se trouve directement affecte´ lors d’une catastrophe
naturelle. Or, le changement climatique semble produire un accroisse-
ment des phe´nome`nes extreˆmes. Nous nous inte´resserons en particulier
a` l’apparition de nouveaux titres sur les marche´s financiers associe´s a`
la re´alisation de conditions climatiques extreˆmes (cat-bonds, produits
indexe´s sur des indicateurs climatiques de type HDD/CDD, Heating
ou Cooling Degree Day) et a` leurs conse´quences dans le contexte du
changement climatique.
Le but du projet est donc double : mesurer les risques climatiques
en proposant de nouvelles mesures de risques adapte´es au changement
climatique mais aussi mesurer l’impact e´conomique du changement cli-
matique sur les compagnies d’assurance, l’e´tat et les marche´s financiers.
Pour comprendre la proble´matique des mesures de risques associe´es
aux changements climatiques, prenons un exemple pe´dagogique simple.
Un de´cideur est confronte´ a` la question suivante : quelle est la valeur u
que la hauteur d’une crue ne de´passera qu’avec une probabilite´ faible
α (= 0, 1% par exemple) e´tant donne´ qu’il a observe´ les hauteurs des n
crues pre´ce´dentes ? Cette valeur u est la Value-at-Risk (VaR) de niveau
1− α du risque associe´ a` la crue, a` rapprocher de la re´serve initiale du
processus de risque classique. Si α est plus petit que 1
n
, les techniques
statistiques simples ne peuvent pas re´pondre a` cette question, a` moins
de se placer dans un cadre parame´trique (c’est-a`-dire supposer connue
la loi des hauteurs des crues). La the´orie des valeurs extreˆmes permet
ne´anmoins d’estimer ce quantile si on suppose que les n crues sont issues
de n variables ale´atoires inde´pendantes et identiquement distribue´es,
qui servent de base a` la construction d’estimateurs de la VaR. Or, le
changement climatique actuel va, a` moyen et long terme, a` l’encontre
de cette hypothe`se que les variables, d’une anne´e a` une autre sont de
meˆme loi (non stationnarite´). C’est pourquoi de nouvelles mesures ou
DOCUMENT DE SYNTHE`SE 61
indicateurs de risques doivent eˆtre de´veloppe´es, la non stationnarite´ ne
pouvant eˆtre ne´glige´e pour des indicateurs de long terme. Ainsi, si l’on
conside`re le risque de crues d’une rivie`re, il faut une mesure de risques
”instantane´e” et une mesure de risques a` plus long terme. Le risque
”instantane´” (qui correspond a` la VaR de la variable au temps t) est
utile pour les compagnies d’assurance pour tarifer leurs contrats mais
aussi pour pre´voir les fonds ne´cessaires a` la solvabilite´ de l’entreprise.
Le risque a` plus long terme (qui correspond a` la valeur qui sera de´passe´e
en moyenne une seule fois au cours des toutes les x prochaines anne´es,
appele´ niveau de pe´riode de retour x anne´es et donc au niveau de retour
de x ans) est utile pour les compagnies de re´assurance qui interviennent
au-dela` d’un seuil de´fini contractuellement avec l’assureur, mais aussi
pour les collectivite´s et les instances de´cisionnelles dans le cadre de
la construction d’ouvrages comme des digues, ou de la planification
des politiques de pre´vention (un e´ve´nement est de´clare´ catastrophe na-
turelle si son intensite´ de´passe le niveau de retour de 10 ans) . Cet
exemple simple peut se compliquer en prenant deux variables conjoin-
tement (crue et pre´cipitations, crue et de´bit, crue Saoˆne-Rhoˆne....), ou
plusieurs variables conjointes. En passant a` la dimension spatiale, la
notion de mesure de risque de´pendra du support conside´re´. Est-ce que
l’on doit mesurer le risque global d’une re´gion ? Est-ce que la mesure du
risque peut autoriser localement des valeurs e´leve´es ? Ceci implique que
les mesures de risques ”classiques” ne peuvent pas eˆtre utilise´es dans le
contexte climatique, et encore moins en parlant de changement clima-
tique. La me´thodologie a` utiliser regroupera donc diverses me´thodes :
des mode`les probabilistes adapte´s aux valeurs extreˆmes et a` la nature
multivarie´e et/ou spatiale des donne´es, l’identification et l’estimation
de la de´pendance entre variables, mais aussi de la de´pendance tem-
porelle et spatiale, et finalement l’adaptation des mesures de risques
existantes aux contraintes propres aux donne´es climatiques.
La The´orie des Valeurs Extreˆmes est la branche des statistiques qui
e´tudie le comportement des plus grandes observations d’un e´chantillon,
quantifie de manie`re pre´cise leur incertitude et, par extension, propose
des estimations de probabilite´s ou de seuils encore jamais observe´s. Son
re´sultat fondateur date de 1928 par Fisher et Tippett et depuis, elle
a conquis de nombreux domaines d’applications comme la finance et
l’assurance (Embrechts et al. [74]), l’hydrologie ou meˆme les sciences
du vivant. L’inte´reˆt pour les valeurs extreˆmes en sciences du climat
est relativement re´cent (Kharin et al. [107], Goubanova et Li [92], Sal-
vadori et al. [167]). Le re´sultat de Fisher et Tippett qui repre´sente la
base de cette the´orie montre que le comportement du maximum, la
plus grande valeur d’un e´chantillon, va ressembler de plus en plus (va
converger) a` celui d’une variable ale´atoire distribue´es suivant la loi des
extreˆmes ge´ne´ralise´es. Bien e´videmment cette approche est critiquable
puisqu’elle n’est base´e que sur le maximum de l’e´chantillon et donc
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n’exploite pas les informations contenues dans les autres grandes va-
leurs de l’e´chantillon ; ainsi elle ne doit eˆtre privile´gie´e que si l’on ne
dispose que de maxima.
Des mode´lisations cherchant a` inte´grer une dimension spatiale pour
les extreˆmes des processus de pre´cipitations ont e´te´ propose´es, comme le
mode`le ”tempeˆte” de Smith [173] base´e sur les processus max-stables
(voir de Haan [54]). Cependant, la mise en oeuvre de ces techniques
est extreˆmement complexe. Il est d’ailleurs instructif de constater que
dans les livres de re´fe´rences comme Coles [48] et Beirlant et al. [32],
l’e´tat de l’art de la recherche sur les extreˆmes spatiaux n’occupe qu’une
demi-page. Tre`s re´cemment de nouveaux mode`les (de Haan et Pereira
[55], Schlather [168]) sont apparus, associe´s a` des techniques d’esti-
mation de´ja` connues dans d’autres domaines mais qui semblent parti-
culie`rement efficaces sur ces mode`les (Padoan et al. [146]). Nous propo-
sons de de´velopper ces mode`les spatiaux dans un cadre spatio-temporel,
pour obtenir une approche spatio-temporelle des extreˆmes et ainsi pro-
poser des mesures de risques adapte´es.
5. Solvabilite´ II et ERM
Dans le dispositif Solvabilite´ II, le capital e´conomique (au sens de ca-
pital de solvabilite´, appele´ pre´ce´demment SCR) correspond au montant
de fonds propres dont doit disposer la compagnie pour faire face a` une
ruine e´conomique a` horizon 1 an et au niveau de confiance 99, 5%. Ce
capital e´conomique peut eˆtre en pratique calcule´ de deux fac¸ons : soit
a` l’aide d’une formule standard fournie pour le CEIOPS ¶, soit a` l’aide
d’un mode`le interne ou d’un mode`le interne partiel. Dans l’article [70]
co-e´crit avec Laurent Devineau, nous tentons d’expliquer les sources
principales de diffe´rence de re´sultats que les compagnies d’assurance
peuvent observer entre les deux modes de calcul. Grosso modo, la for-
mule standard peut eˆtre vue comme le re´sultat obtenu avec une sorte
de de´veloppement limite´ a` l’ordre 1 du calcul du mode`le interne. Nous
montrons comment on peut essayer d’expliquer la diffe´rence entre les
deux re´sultats par un petit nombre de termes croise´s d’ordre supe´rieur
lorsqu’on reste dans un certain domaine. Ne´anmoins, comme d’habi-
tude, lorsqu’on est trop loin du point autour duquel le de´veloppement
limite´ a e´te´ fait, on ne parvient en ge´ne´ral que difficilement a` expliquer
l’e´cart duˆ a` l’emploi d’une me´thode locale pour un proble`me global.
La de´finition pre´cise du capital e´conomique repose sur trois notions :
– La ruine e´conomique correspond a` une situation ou` l’actif de la
compagnie e´value´ en valeur de marche´ est infe´rieur a` la valeur
¶. Le CEIOPS (Committee of European Insurance and Occupational Pensions
Supervisors) regroupe les repre´sentants a` haut niveau des autorite´s de controˆle des
30 E´tats membres de l’Union Europe´enne et de l’Espace Economique Europe´en.
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e´conomique des passifs. En d’autres termes, il s’agit d’une situa-
tion dans laquelle les fonds propres e´conomiques de la compagnie
(calcule´s comme diffe´rence entre la valeur de marche´ de l’actif et
de la valeur e´conomique des passifs) sont ne´gatifs.
– L’horizon d’une anne´e impose de pouvoir disposer de la distribu-
tion des fonds propres e´conomiques dans un an. Notons en effet
qu’en date initiale les fonds propres e´conomiques de la compagnie
constituent une grandeur de´terministe alors qu’un an plus tard, il
s’agit d’une variable ale´atoire dont les valeurs de´pendent des ale´as
(financiers, de´mographiques, ...) qui se sont re´alise´s durant l’anne´e.
– Le seuil 99, 5% repre´sente le niveau de solvabilite´ requis. La pro-
babilite´ de l’e´ve´nement  ruine e´conomique  est dans ce cas
infe´rieure a` 0, 5%.
Or, pour la plupart des portefeuilles d’assurance-vie, il est de´licat d’ob-
tenir cette distribution compte tenu de la complexite´ des liens de de´pen-
dances actif / passif qui de´coulent des me´canismes de participation aux
be´ne´fices et des comportements de rachats dynamiques des assure´s. La
me´thode de calcul du capital e´conomique la plus pre´cise revient a` ef-
fectuer des simulations  market-consistent  (simulations secondaires)
au sein de simulations  monde-re´el  de premie`re anne´e (simulations
primaires) afin de disposer d’une distribution de bilans e´conomiques
de la compagnie au bout d’un an. Cette mise en oeuvre (utilise´e par
exemple par Gordy et Juneja [91]) est connue sous le nom de  si-
mulations dans les simulations  (SdS). Cependant, cette approche re-
quiert un grand nombre de simulations et conduit a` des temps de calcul
conse´quents. Ainsi, actuellement, pour estimer une VaR a` 99, 5%, de
nombreux assureurs sont limite´s a` 2000 ou 5000 simulations primaires !
De nombreuses techniques permettent d’ame´liorer la rapidite´ de conver-
gence des simulations de Monte Carlo. Ces me´thodes, notamment celles
base´es sur les syste`mes de particules en interaction, sont de´crites dans
le livre de Del Moral [58], et dans celui de Glasserman [88] pour ce
qui concerne l’inge´nierie financie`re. Nous pre´sentons dans l’article [69]
co-e´crit avec Laurent Devineau un algorithme de calcul permettant de
re´duire tre`s significativement le nombre de simulations d’une projec-
tion SdS. Si la me´thodologie SdS standard pouvait jusqu’alors s’ave´rer
de´licate a` mettre en oeuvre au sein de certaines compagnies (en fonc-
tion notamment de leur nombre de portefeuilles), l’algorithme que nous
avons de´veloppe´ rend de´sormais l’approche SdS envisageable quelle que
soit la taille et la structure de la compagnie conside´re´e. Le principe de
cette me´thode, que nous de´signerons par  acce´le´rateur SdS , consiste
a`  localiser  les sce´narii les plus adverses en termes de solvabilite´
au moyen de facteurs de risques. L’acce´le´rateur SdS repose en outre
sur trois e´tapes cle´s : l’extraction de facteurs de risques e´le´mentaires
ve´hiculant l’intensite´ du risque des simulations primaires, la construc-
tion de re´gions d’exe´cution, une proce´dure ite´rative sur les seuils des
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re´gions d’exe´cution de manie`re a` prioriser les calculs relatifs aux situa-
tions les plus adverses en termes de solvabilite´. L’ide´al serait de disposer
de l’e´quivalent d’un million de simulations primaires. Sur la plupart
des portefeuilles d’assurance vie re´els teste´s, en dimension infe´rieure
ou e´gale a` 4, l’acce´le´rateur permet de n’exe´cuter les simulations secon-
daires que pour moins d’environ 60000 a` 80000 simulations primaires.
On peut espe´rer qu’avec les progre`s de l’informatique, cet objectif soit
atteignable d’ici quelques anne´es, meˆme si les simulations secondaires,
qui courent jusqu’a` l’extinction du portefeuille (horizon tre`s long) sont
tre`s longues.
Dans la pre´-publication en cours de finalisation [47] co-e´crite avec
Matthieu Chauvigny, Laurent Devineau et Ve´ronique Maume-Deschamps,
nous montrons la convergence de l’estimateur de la VaR des fonds
propres e´conomiques a` 1 an lorsque la fonction situation nette a` 1
an ve´rifie soit une hypothe`se de concavite´ globale en les facteurs de
risque, soit des hypothe`ses plus souples meˆlant concavite´ directionnelle
locale et monotonie en certains facteurs de risques sur certains sous-
espaces. Nous obtenons e´galement, a` l’aide de techniques usuelles de la
the´orie des processus empiriques, des intervalles de confiance asympto-
tiques qui pourraient (devraient !) eˆtre utilise´s dans Solvabilite´ II, sous
la forme par exemple de l’Estimation Risk Solvency Margin introduite
dans l’article [124] et e´voque´e dans le chapitre 5 de la premie`re partie
de ce document de synthe`se. Nous calculons e´galement la probabilite´
d’arreˆt inopine´ de l’acce´le´rateur alors qu’il ne devrait pas s’arreˆter.
Nous proposons une me´thode de ve´rification qui, sous l’hypothe`se de
concavite´, garantit qu’on ne s’est pas arreˆte´ trop toˆt. Cette me´thode est
fonde´e sur un corollaire du the´ore`me de Krein-Milman. Enfin, nous don-
nons diffe´rentes manie`res de de´finir les zones de non exe´cution des si-
mulations secondaires, lorsque la loi des facteurs de risque e´le´mentaires
est connue ou lorsqu’elle ne l’est pas (par les me´thodes des lignes de
niveau de la densite´ jointe, des quantiles ge´ome´triques, des bagplots
et des fonctions de profondeur, voir [47] pour les de´finitions de ces
diffe´rents concepts). En effet, les ge´ne´rateurs de sce´narios e´conomiques
e´tant payants et vendus par un oligopole, les compagnies ne connaissent
pas force´ment le mode`le exact qui a servi a` ge´ne´rer les facteurs de
risques primaires (meˆme s’ils en connaissent les grands principes par la
documentation). La plupart des compagnies d’assurance utilisent ac-
tuellement des facteurs de risques distribue´s selon une loi elliptique, et
nous sommes partis de ce qui e´tait utilise´ le plus souvent pour illus-
trer notre me´thode d’acce´le´ration sur des cas re´els. Ne´anmoins, nous
sommes convaincus que certains de ces mode`les (notamment ceux de
taux et d’actions) ont tendance a` sous-estimer les queues de distribu-
tion des risques ainsi que les crises de corre´lation ou corre´lations des
extreˆmes. C’est la raison pour laquelle nous proposons dans [47] des
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me´thodes qui ne de´pendent pas de la loi jointe des facteurs de risque.
A titre d’exemple, meˆme si cela n’est pas vraiment encore passe´ dans
les moeurs en assurance, nous montrons comment de´finir des zones de
non exe´cution pour des facteurs de risque dont les lois marginales sont
α-stables (voir les travaux de John Nolan, par exemple [142] pour en
savoir plus sur les lois α-stables) ou pour des facteurs de risques dont
la structure de de´pendance est de´crite par une copule de survie de
Clayton, qui pre´sente de la de´pendance forte des extreˆmes a` droite (ce
qui signifie que la probabilite´ de valeurs tre`s grandes pour plusieurs
risques simultane´ment est beaucoup plus e´leve´e avec cette structure de
corre´lation que dans le cas inde´pendant). Nous ne de´taillons pas ici la
the´orie des copules, le lecteur inte´resse´ par ce sujet peut consulter le
livre de Nelsen [141].
La plupart des compagnies d’assurances utilisent une technique d’e´va-
luation de leur situation nette en prenant grosso modo l’espe´rance, sous
une probabilite´ risque-neutre, de la somme des flux futurs actualise´s.
Le plus souvent, cela s’estime par une se´rie de simulations secondaires
en univers risque-neutre (dans l’approche SdS mentionne´e ci-dessous),
ou par des simulations directes en univers risque-neutre pour le cal-
cul de la Market-Consistent Embedded Value (MCEV) qui est cense´e
repre´senter une certaine valeur virtuelle de la compagnie s’il n’y avait
pas d’affaire nouvelle. Les professionnels avertis savent que cette va-
leur absolue ne veut pas dire grand chose mais espe`rent qu’on puisse
tirer des informations en relatif lorsqu’on compare les MCEV de deux
compagnies. Je compte m’interroger dans les prochaines anne´es sur la
notion de valeur dans ces deux contextes et sur la fac¸on dont on de-
vrait e´valuer les portefeuilles d’assurance. Cela de´pend e´videmment de
ce que l’on veut en faire ; toutefois, comme nous l’avons vu dans le
chapitre 2 au sujet du risque de longe´vite´, nous pensons qu’il faut tre`s
souvent sortir de la me´thode risque-neutre pour un certain nombre de
raisons. On peut en citer deux : la premie`re est que les passifs d’assu-
rance sont tre`s loin d’eˆtre re´plicables sur les marche´s financiers, meˆme
avec le de´veloppement d’outils de titrisation comme les cat-bonds ou
les mortality bonds. La deuxie`me est que les assureurs qui investissent
une partie de leur actif dans des actions ne cherchent pas du tout a`
e´liminer le risque (meˆme si l’investissement d’une partie du surplus en
actions peut prote´ger de certains risques) mais au contraire a` augmen-
ter la performance moyenne (d’ailleurs au fur et a` mesure que l’on se
rapproche de la maturite´ du contrat, l’investissement se fait de plus en
plus en obligations).
Au-dela` de Solvabilite´ II, nous avons re´fle´chi dans l’article [130] co-
e´crit avec Wayne Fisher et Shaun Wang aux proble´matiques lie´es a` la
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prise en compte de l’effet de diversification au niveau groupe. Ce docu-
ment faisait suite au premier se´minaire de recherche de l’ERMII (Enter-
prise Risk Management Institute, International) qui avait regroupe´ plus
de 100 personnes de trente pays diffe´rents a` Lyon en 2007. Dans l’article
[131], nous expliquons comment une crise de liquidite´ peut engendrer
une crise de corre´lation quand la plupart des acteurs du marche´ se re-
trouvent dans des expositions similaires et quand le marche´ manque
de profondeur pour absorber le choc. D’une fac¸on ge´ne´rale, je compte
re´fle´chir sur des questions diverses lie´es a` l’ERM en interaction avec
l’ERMII, avec le club ERM que je vais relancer et qui regroupe a` Paris
une dizaine de chercheurs et enseignants-chercheurs et une trentaine
de professionnels en ERM, ainsi que dans le cadre de la chaire de re-
cherche en cours de finalisation au laboratoire SAF dans laquelle je suis
implique´e.
Dans la pre´-publication [123] co-e´crite avec Pierre Arnal et Romain
Durand, nous analysons plus en de´tail les diffe´rents me´canismes qui
peuvent cre´er des crises de corre´lation en assurance et en finance.
Ces me´canismes peuvent entre autres provenir de source de corre´lation
ignore´e, d’un risque de de´faut ou de liquidite´ partage´, du fait que le
marche´ tout entier utilisent les meˆmes sce´narios e´conomiques (car Bar-
rie and Hibbert ont un quasi-monopole) ou les meˆmes courbes d’ex-
position de catastrophes naturelles (car AIR, EQECAT et RMS ont
un oligopole avec une grande partie de mode`les black-box ‖), de risques
endoge`nes capables de ge´ne´rer des cercles vicieux ou de comportements
moutonniers potentiels d’assure´s (comme nous le verrons au chapitre
suivant) ou d’investisseurs. La cartographie des risques que les com-
pagnies d’assurances ont mis en place ou sont sur le point de mettre
en place est souvent statique (mono-pe´riodique). C’est d’ailleurs d’une
certaine fac¸on le cas de l’approche SdS de Solvabilite´ II dans laquelle
seule la valeur finale (au bout d’un an) du facteur de risque est rete-
nue et non la simulation primaire sur la premie`re anne´e tout entie`re
(meˆme s’il serait possible de rajouter un facteur de risque pour incor-
porer plus de me´moire au de´triment de la vitesse et de la capacite´ de
calcul). Nous insistons dans ce papier [123] sur la ne´cessite´ d’avoir une
vision dynamique de ces phe´nome`nes, le temps disponible pour ge´rer
ces crises lorsqu’elles surviennent et la capacite´ de le faire, ainsi que
leur dure´e ou leur enchaˆınement sont en effet des e´le´ments tre`s impor-
tants pour mesurer la dangerosite´ potentielle de certains e´ve´nements
de´favorables. Ce passage a` une vision dynamique reste encore a` venir,
y compris pour ce qui est du risque de rachat en assurance-vie et des
re´siliations en assurance non-vie que nous allons aborder maintenant.
‖. boˆıte-noire, car proprie´taires
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6. The´orie des jeux et comportement des assure´s
6.1. Rachats en assurance vie. Ce paragraphe reprend essentiel-
lement l’article co-e´crit avec Xavier Milhaud et Marie-Pierre Gonon
[138] sur le risque de rachats en assurance-vie, a` paraˆıtre dans la re-
vue Risques. Cet article e´tant e´crit dans un souci de vulgarisation, je
trouve plus logique de l’inclure ici que dans le recueil d’articles accepte´s
et publie´s.
Le contrat d’Assurance Vie est un accord entre une compagnie d’as-
surance qui prend l’engagement irre´vocable de verser des prestations
au be´ne´ficiaire du contrat en fonction de la re´alisation d’e´ve´nements
ale´atoires viagers, en e´change de quoi le souscripteur prend l’enga-
gement re´vocable de verser des primes en fonction de la re´alisation
d’e´ve´nements viagers. Le risque de rachat est omnipre´sent dans les
proble´matiques de valorisation et de provisionnement de contrats d’e´par-
gne dans les compagnies d’Assurance Vie. Pour satisfaire par exemple
a` un besoin de liquidite´ imme´diat, l’assure´ peut a` tout moment re´silier
son contrat et re´cupe´rer tout (rachat total) ou une partie (rachat par-
tiel) de son e´pargne capitalise´e, e´ventuellement diminue´e de pe´nalite´s
pre´vues a` cet effet et de´pendantes des conditions fixe´es lors de la sous-
cription. Une bonne compre´hension du comportement des assure´s et
plus globalement du rachat et de ses facteurs explicatifs permet d’adap-
ter les caracte´ristiques et clauses lors de la cre´ation de nouveaux pro-
duits, avec pour objectif la re´tention de clients par exemple, ainsi que
de mettre en place de meilleures strate´gies de gestion actif-passif. Dans
la pre´-publication co-e´crite avec Xavier Milhaud et Ve´ronique Maume-
Deschamps [139], nous utilisons et comparons deux me´thodes pour ana-
lyser les causes de rachat en re´gime de croisie`re en assurance-vie : la
re´gression logistique et les me´thodes CART (Classification And Regres-
sion Trees).
Deux questions sous-jacentes au rachat doivent eˆtre aborde´es : tout
d’abord les conse´quences financie`res d’un mauvais choix de mode´lisation
pour les lois de rachat et ensuite son impact sur les garanties. Nous
nous focalisons ici sur le premier point, e´troitement lie´ au contexte
e´conomique et financier et donc a` la dynamique des taux d’inte´reˆt. Se-
lon la position de l’assureur (phase d’investissement ou de de´sinvestisse-
ment) et son anticipation du marche´, un sce´nario haussier aussi bien
que baissier des taux d’inte´reˆts peut avoir des conse´quences impor-
tantes au niveau de sa gestion actif-passif et de son stock de re´serves.
Ces conse´quences peuvent meˆme devenir critiques en cas de rachat
massif (dans un sce´nario haussier) ou d’absence de rachat (sce´nario
baissier), obligeant ainsi l’assureur a` emprunter ou a` verser un taux
garanti supe´rieur au rendement de ses propres actifs. Nous distinguons
ainsi qu’un proble`me d’ade´quation se pose pour l’assureur dans tous
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les cas. Habituellement, l’assureur fait l’hypothe`se que son portefeuille
d’assure´s est compose´ de personnes se comportant inde´pendamment
les unes des autres, ce qui est relativement juste en re´gime de croisie`re.
Ne´anmoins un proble`me majeur se pose dans le cas d’une perturba-
tion de l’e´quilibre e´conomique et financier : cette hypothe`se est clai-
rement inadapte´e et les comportements des assure´s deviennent forte-
ment corre´le´s (Loisel et Milhaud [126]). La recherche acade´mique s’est
penche´e sur le sujet et les travaux de Lee et al. (2008) apparaissent
comme un premier essai de mode´lisation dynamique du comportement
humain, de meˆme que Fum et al. [81], Kim et al. [108] et Pan et al.
[147] qui e´tudient les re´actions humaines en cas de panique. D’un point
de vue plus quantitatif, Loisel et Milhaud [126] pre´sentent certains ou-
tils the´oriques servant a` mode´liser l’interaction et la corre´lation entre
les comportements des assure´s, de meˆme que McNeil et al. [134] qui
posent la question dans un contexte plus ge´ne´ral. Des proble´matiques
telles que l’anti-se´lection et l’ale´a moral ont aussi une importance toute
particulie`re, notamment dans un contexte de contrat d’Assurance Vie
Pre´voyance ou` la sante´ des assure´s est la question centrale dans le
processus de tarification et de gestion des risques. Il est par exemple
interdit en France de racheter des contrats de type rente viage`re pour
e´viter le phe´nome`ne d’anti-se´lection. En e´pargne, la sante´ des marche´s
financiers a une incidence directe sur le comportement de rachat des
assure´s, cre´ant une corre´lation entre leurs de´cisions. Vandaele et Van-
maele [182], Bacinello [25], Siu [172] et Tsai et al. [178] entre autres ont
de´veloppe´ des me´thodes de valorisation financie`re de l’option de rachat.
Ces me´thodes ont vocation a` eˆtre ame´liore´es pour une meilleure prise
en compte de la mode´lisation comportementale et des re´elles questions
et besoins de l’assure´ lors du rachat, notamment en ce qui concerne la
rationalite´ de son choix. Commenc¸ons par dresser un panorama du ra-
chat en France et e´voquer certains aspects clefs dans la compre´hension
de ce risque. Apre`s avoir aborde´ la question du risque de rachat et de
son e´valuation dans le contexte re´glementaire de la directive Solvabilite´
II, nous parlerons de l’inte´gration du proble`me de corre´lation des com-
portements dans un mode`le interne et donnerons un aperc¸u de l’impact
des crises de corre´lation en termes de rachat sur le capital e´conomique
et donc indirectement la sante´ financie`re d’une compagnie d’Assurance
Vie.
6.1.1. Bref panorama des rachats en France. L’assurance vie reste au-
jourd’hui le placement pre´fe´re´ des franc¸ais en offrant la meilleure com-
binaison risque-rendement-fiscalite´ : fin 2008, 27 millions de contrats
ouverts avaient de´ja` e´te´ ouverts et les prestations annuelles verse´es
par les compagnies d’Assurance Vie de´passaient 100 milliards d’euros !
Les offres sont multiples et permettent de re´pondre aux besoins des
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e´pargnants, les principaux crite`res e´tant la liquidite´ des sommes in-
vesties, le rendement et la se´curite´ financie`re associe´e aux entreprises
d’assurance. La liquidite´ se traduit principalement pour les contrats
d’e´pargne mono-support (un seul support en euro, a` valeur plancher ga-
rantie) et multi-supports par la liberte´ de sortir du contrat sans perdre
les avantages du produit. Pour cela, l’assure´ devra connaˆıtre quelques
bases de fiscalite´ applicables aux contrats d’assurance vie. Cette fis-
calite´ e´volue re´gulie`rement mais continue d’offrir certains avantages,
notamment pour les contrats d’une dure´e de de´tention supe´rieure a`
huit ans. Cette caracte´ristique est clairement identifiable dans les ob-
servations passe´es, avec un pic de rachat lors de la neuvie`me anne´e
de pre´sence en portefeuille. L’assure´ devra aussi porter attention aux
pe´nalite´s qui pourraient lui eˆtre pre´leve´es au moment de la sortie,
qui selon les codes des assurances sont cependant limite´es a` 5% de
la somme e´pargne´e sur 10 ans. Enfin, il pourra e´tudier les options qui
lui sont offertes dans le contrat pour be´ne´ficier de cette liquidite´ sans
pour autant clore son contrat d’assurance vie et ainsi ne pas perdre
son ante´riorite´ fiscale, au travers notamment des possibilite´s de rachat
partiel ou d’avance. On entend par rachat partiel la possibilite´ qui est
offerte a` un assure´ de ne racheter qu’une partie de son e´pargne, et ainsi
ne pas demander la fermeture de son contrat. L’avance quand a` elle est
assimilable a` un preˆt que consent l’assureur envers l’assure´, l’e´pargne
de l’assure´ constituant alors le collate´ral. D’autres clients, souvent plus
fortune´s sont e´galement inte´resse´s par le caracte`re non rachetable de
leur contrat, mais cela est un autre sujet... Le phe´nome`ne de rachat est
important pour les assureurs franc¸ais. Meilleure en est leur connais-
sance, meilleure sera leur anticipation de gestion des flux entrants et
sortants en termes de tre´sorerie. Ils pourront meˆme parfois en profi-
ter pour ame´liorer leur offre produit. Alors quelles sont les variables
explicatives du choix de l’assure´, comment pouvons-nous projeter les
comportements humains, pouvons-nous re´pondre en moyenne ? Tout
d’abord en termes de variables explicatives, on a observe´ pendant de
nombreuses anne´es l’influence directe de la fiscalite´, des profils patri-
moniaux des assure´s... Ces observations avaient pour avantage qu’elles
e´taient connues parfaitement de l’assureur et ainsi pouvaient faire l’ob-
jet de mode´lisations relativement adapte´es. Puis, on a introduit des
effets moins e´vidents tels que la tenue des marche´s financiers. Lorsque
les taux baissent, les assure´s seraient-ils plus fide`les ? Lorsque les taux
montent, auraient-ils tendance a` sortir ? Rien n’est moins e´vident, d’au-
tant que les donne´es sur lesquelles les variations de taux pourraient
influencer le comportement des assure´s ne sont pas nombreuses. Meˆme
au plus haut de la crise financie`re que l’on vient de connaˆıtre, la fide´lite´
des clients n’a pas e´te´ e´norme´ment entame´e. Ce n’est pas tant que les
assure´s ne suivent pas l’actualite´ ou ne prennent pas le temps de mo-
difier leur allocation d’e´pargne, que la difficulte´ d’e´valuer a` quel taux
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de marche´ il serait inte´ressant pour eux d’aller souscrire ailleurs en
tenant compte de nouveaux frais d’entre´e, d’une perte de l’ante´riorite´
fiscale... Ces nombreux facteurs compliquent les de´cisions a` prendre
de manie`re rationnelle. En revanche, c’est lorsque l’on commence a`
s’inte´resser au rendement relatif des contrats d’assurance vie entre eux
que l’e´pargnant devient plus vigilant, voir plus susceptible. Et c’est
ainsi que les assureurs se sont penche´s sur cette question. Combien de
clients vont racheter leur contrat lorsque je servirai un taux de ren-
dement diffe´rent de mon concurrent, et a` partir de quel e´cart de taux
commenceront-ils a` re´agir ? La` encore, les statistiques ne sont pas nom-
breuses. Quelques assureurs ont de´marche´ leurs clients pour connaˆıtre
leur sensibilite´ a` un e´cart de taux, mais les re´sultats obtenus ne per-
mettent pas de mode´liser de fac¸on fiable une courbe de comportement.
D’autres facteurs comme le relai d’information par la presse quant aux
taux garantis peuvent influencer les de´cisions des souscripteurs. A ce
titre, de nombreux assureurs ont e´lu un produit vitrine sur lequel ils
communiquent pour le marche´. De la` a` penser que tous les assure´s
aient e´te´ aussi largement re´compense´s... Voyons maintenant comment
Solvabilite´ 2 traite le risque de rachat.
6.1.2. Le risque de rachat dans le cadre de Solvabilite´ II. Avant de
parler du risque de rachat en tant que tel, e´value´ pour les besoins en
solvabilite´, rappelons que Solvabilite´ 2 re´forme e´galement les calculs de
provisions. Dans un bilan au format e´conomique, les provisions tech-
niques seront estime´es avec des hypothe`ses de type best estimate, quand
elles sont aujourd’hui estime´es avec des hypothe`ses prudentes de´finies
par exemple par le code des assurances. Quelles sont les implications
pour ce qui est des rachats ? Aujourd’hui, le taux de rachat estime´ dans
les provisions techniques d’e´pargne est de 100% a` chaque instant. L’en-
treprise d’assurance se doit donc d’immobiliser en permanence, dans ses
comptes, le montant de l’e´pargne de chaque client, comme si le rachat
devait intervenir demain. Dans un bilan plus e´conomique, les provi-
sions incluront des probabilite´s de rachat estime´es en best-estimate,
c’est-a`-dire refle´tant au mieux la probabilite´ de rachat observe´e par
l’assureur. Ainsi, les hypothe`ses de rachat qui ne servaient hier que
dans le cadre des calculs d’embedded value ou d’e´tudes ALM (Ges-
tion Actif-Passif) vont-elles eˆtre introduites dans la comptabilite´ des
entreprises d’assurances. Ces lois de probabilite´s vont e´galement servir
a` simuler le comportement des assure´s dans le cadre des stress tests qui
interviennent dans le calcul du SCR (Solvency Capital Requirement).
Les assureurs sont encourage´s a` utiliser la meilleur connaissance pos-
sible qu’ils ont de leur portefeuille, pour mode´liser les flux financiers de
passif dans les sce´narios de stress comme ceux des marche´s financiers
permettant d’estimer les SCR de taux, d’actions...
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Les dernie`res pre´-spe´cifications techniques de la cinquie`me e´tude
quantitative d’impact (QIS 5) donnent des formules ferme´es (cf TP
4.58) pour mode´liser les rachats en fonction des garanties offertes, des
taux servis, des conditions de marche´s financiers... Ces diffe´rentes for-
mules devant encore eˆtre calibre´es par les assureurs pour refle´ter au
mieux leur portefeuille. Enfin, dans la liste des risques ne´cessitant
la mise en oeuvre d’un calcul de SCR, se trouve a` part entie`re le
risque de rachat a` l’inte´rieur du module de risque de souscription. Dans
les dernie`res parutions des pre´-specifications techniques, les assureurs
sont prie´s d’e´tudier l’impact d’une hausse constante du taux de rachat
de 50% (limite´ a` un taux de rachat de 100%), l’impact d’une baisse
constante du taux de rachat de 50% (limite´ a` un taux de rachat di-
minue´ de 20% en absolu) et l’impact d’un rachat massif de 30% de
la population sous risque. L’impact le plus significatif sera retenu pour
eˆtre inte´gre´ au risque de souscription vie selon la matrice de corre´lation
de´finie dans les textes (parame`tre de pseudo-corre´lation e´gal a` 50% avec
le SCR du risque de de´rive des frais). Au-dela` du re´fe´rentiel Solvabi-
lite´ II, voyons de plus pre`s comment ge´rer les corre´lations potentielles
entre les comportements des assure´s durant les pe´riodes de crises, sus-
ceptibles de venir entamer la solvabilite´ des entreprises.
6.1.3. Crises de corre´lation. Au cours de pe´riodes de crise, les assure´s
ont tendance a` se comporter de manie`re irrationnelle et a` prendre des
de´cisions qui deviennent tre`s corre´le´es. Ce comportement moutonnier,
que nous avons de´ja` e´voque´ au chapitre 5 de cette deuxie`me partie, s’il
e´tait pousse´ a` l’extreˆme, pourrait conduire a` deux situations extreˆmes
possibles : soit les assure´s peuvent quasiment tous racheter leur contrat,
soit personne ne rache`te. Dans la pre´-publication co-e´crite avec Xavier
Milhaud [126], nous de´crivons comment mode´liser mathe´matiquement
cette de´pendance, par l’introduction d’un parame`tre de corre´lation tra-
duisant avec quelle intensite´ l’assure´ moyen va avoir tendance a` se com-
porter comme ses voisins. La corre´lation induite par une situation de
crise change radicalement l’allure du risque de rachat supporte´ par l’as-
sureur et augmente tre`s significativement le matelas de se´curite´ qu’il
doit mettre de coˆte´ pour e´ventuellement faire face a` un risque de ra-
chat extreˆme. Ce matelas de se´curite´, repre´sente´ par la notion de capi-
tal e´conomique dans Solvabilite´ II, peut eˆtre sche´matiquement calcule´
dans un mode`le interne partiel comme la diffe´rence entre la Value-at-
Risk (note´e VaR) de niveau α et le best estimate. Dans notre contexte,
l’assureur veut de´terminer un taux de rachat qui ne sera pas de´passe´
avec probabilite´ 99, 5%. Mais e´tant donne´ qu’une baisse soudaine et
intense des taux de rachat peut e´galement le mettre en pe´ril, l’assureur
pourrait aussi eˆtre inte´resse´ par s’assurer que le taux de rachat sera
toujours supe´rieur a` un niveau minimal avec probabilite´ (ce dont nous
ne parlons pas ici). La figure 6.1.3 illustre notre raisonnement dans le
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Figure 14. Diffe´rence de capital e´conomique en fonc-
tion de l’hypothe`se de corre´lation des comportements.
premier cas, c’est a` dire celui d’un niveau de taux de rachat a` ne pas
de´passer. La fonction de re´partition du taux de rachat dessine´e sur ce
graphe repre´sente la probabilite´ que le taux de rachat soit infe´rieur
a` un certain niveau (ce niveau est donne´ par l’axe des ordonne´es).
Cette courbe tend vers la valeur 1 lorsque le taux de rachat augmente
vers de grandes valeurs, ce qui traduit le fait que la probabilite´ que
le taux de rachat observe´ soit infe´rieur a` un taux de rachat maximal
tre`s grand vaut quasiment 1. La courbe noire en pointille´s repre´sente
le cas ou` l’on prend en compte la corre´lation entre les comportements
des assure´s (comme dans Loisel et Milhaud [126]) tandis que la courbe
noire en trait plein correspond au cas ou` les comportements sont sup-
pose´s inde´pendants. Le best estimate tel que de´fini dans la directive
Solvabilite´ II est l’estimation du taux de rachat moyen pre´dit. Le ca-
pital e´conomique est la diffe´rence entre la VaR et le best estimate. Ce
graphe montre l’e´norme diffe´rence entre le matelas de se´curite´ ou ca-
pital e´conomique a` allouer suivant l’hypothe`se de de´pendance ou non
des comportements des assure´s et permet de se rendre compte de l’am-
pleur de la ne´gligence en termes de risque de rachat couvert lorsque
l’assureur conside`re que ses assure´s agissent inde´pendamment les uns
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des autres. Sur ce graphe ou` le taux de rachat moyen est de 25% et
la corre´lation lorsqu’elle est introduite est de 30%, nous voyons que la
Value-at-Risk du taux de rachat augmente quasiment de 23%. Toute-
fois, la corre´lation peut eˆtre bien plus e´leve´e, et la diffe´rence en capital
e´conomique serait par conse´quent bien plus importante. De plus, meˆme
une corre´lation tre`s faible peut avoir un impact non ne´gligeable sur les
besoins en capital e´conomique.
6.2. Re´siliations en assurance non-vie et the´orie des jeux. En
assurance non-vie, on parle de taux de re´siliation plutoˆt que de taux
de rachat. En effet, en France, la plupart des contrats d’assurance non-
vie traditionnels sont annuels avec tacite reconduction. Cette situa-
tion est tre`s diffe´rente dans d’autres pays comme le Royaume-Uni, ou`
le contrat prend fin au bout d’un an si l’assure´ ne se manifeste pas.
On observe d’ailleurs outre-Manche des taux de de´part des assure´s
beaucoup plus e´leve´s, un marche´ de l’assurance automobile de´ficitaire
et tre`s concurrentiel : un assureur qui ne se trouverait pas parmi la
premie`re page (celle des tarifs les plus avantageux) sur les compara-
teurs de devis d’assurance en ligne risquerait de ne pas avoir d’affaires
nouvelles (et donc plus d’affaires du tout, puisque les contrats en cours
ne sont pas renouvele´s automatiquement). Ces comparateurs sont tre`s
pre´cis et prennent en compte une tarification (souvent base´e sur les
mode`les line´aires ge´ne´ralise´s) qui fait intervenir un grand nombre de
variables explicatives allant jusqu’au code postal de l’assure´ ! En effet,
au Royaume-Uni, le code postal est tre`s pre´cis et permet d’obtenir in-
directement beaucoup d’informations, sur le niveau de vie de l’assure´
par exemple. En France, le fait que les contrats soient reconduits auto-
matiquement en l’absence de re´siliation par l’assure´ maintient des taux
de re´silitation assez bas, entre 5% et 20% pour la plupart des assureurs
automobiles par exemple. L’e´volution des re´seaux de courtage et de dis-
tribution des contrats d’assurances, ainsi que celle des comparateurs en
ligne qui existent de´ja` mais ont une influence limite´e pour l’instant en
France (en comparaison du Royaume-Uni par exemple) auront un effet
non ne´gligeable sur les taux de re´siliation futurs. Avec Christophe Du-
tang, dont je co-encadre avec Ve´ronique Maume-Deschamps la the`se
en contrat CIFRE chez Axa, nous avons le projet d’analyser les fac-
teurs qui augmentent la probabilite´ de re´siliation en assurance non-vie,
en prenant en compte l’historique sur plusieurs anne´es, car la de´cision
de re´silier son contrat d’assurance non-vie semble eˆtre influence´e non
seulement par l’augmentation du tarif l’anne´e courante, mais aussi ce
qui s’est passe´ lors des anne´es pre´ce´dentes.
Ces mouvements d’assure´s d’une compagnie a` une autre, ou du sta-
tut d’assure´ a` celui de non assure´ pour les assurances non obligatoires,
ne sont pas du tout pris en compte dans les mode`les de the´orie de la
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ruine. Nous avons vu au chapitre 3.3 que la compagnie d’assurance
adaptait ses niveaux de cotisation a` la sinistralite´ observe´e lors des
anne´es pre´ce´dentes, et que cela pouvait jouer sur la probabilite´ de ruine.
Toutefois, dans ces mode`les, il manque un e´le´ment important : si les
niveaux de prime montent trop chez un assureur, ou si un autre assu-
reur est tre`s agressif en termes de tarification afin d’attirer de nouveaux
clients, des assure´s sont susceptibles de changer d’assureur de fac¸on as-
sez massive. Il convient donc dans l’ide´al de conside´rer l’e´volution de
la compagnie d’assurances et du marche´, au lieu de ne s’inte´resser qu’a`
la compagnie d’assurances dans un monde virtuel dans lequel la stabi-
lite´ du portefeuille d’assure´s est garantie. Les compagnies d’assurances
devraient normalement fixer leur niveau de cotisation en fonction de ce
qui s’est passe´ avant et de leur anticipation des re´actions des concur-
rents. Nous commenc¸ons a` travailler sur des proble`mes au confluent de
la the´orie du risque et de la the´orie des jeux avec Christophe Dutang,
Hansjoerg Albrecher et Marco Scarsini.
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